Problemas resueltos Luis Zegarra Agramont

TRIGONOMETRIA
Problema 1.
Demuestre
(cotga — cotg2a)(sen o + sen3a) = 2cos a
Demostracion.
Forma 1:

cosa  cos2a
(cotga — cotg2a)(sen o + sen3a) = ( - ) 2sen2a cos a
sena  sen2a

cos o sen2a — cos2asen o
= -2sen2ocos o
sen o sen 2o

sen(2a — a)
= —2cosa = 2cos«
sen o

Forma 2:

(cotga — cotg2a)(sen o + sen 3a) =

cotg?a — 1
= | cotga — J (sen a+ 3sena — 4sen3a)
2cotga
cotg®>a + 1 sen a cosecta
= gat 4sena(1 — sen2a) = " 9senacos’a
2cotg o cos o
=2coso
Problema 2.
Resolver
tg3r + cotg®r = 8 cosec3x + 12
Solucion.

Forma 1:



867’1,35(3 COSS.’E

1
=8 ;712 &

cos’x  sendw (2 senx cosx)

senSz + cosbx = 1+ 12cos3z senx

2

(sen’z + cos’z)(sen'z — sen’x cos®x + cos'x) = 1 + 12 cos’x sen?

xT

2 3

2
(sen’z + cos’z)” — 3sen’z cos’r = 1 + 12 cos®z sen’z
3 sen’w cos’z (4senz cosx + 1) = 0, pero de la ecuacion inicial se deduce que

senx #0Y cosx # 0, portanto 4senxcosr+1=0= 2sen2z= —1=
sen2x = —%:>2£L': —% :>2g;:]<;77_|_(_1)’f(_%) =

r=kI+(-D)"T kez

Forma 2:
Como: g3z + cotgiz = (tgx + cotgx)® — 3 (tgx + cotgx),
de donde

1 1 _ 1
(senx cosz)® 3 (senx cosx) = 8 (2senx cosx)’ +12
)
4senxcosr = —1

lo que nos conduce al mismo resultado.
Problema 3.

Resolver
Arcsenx = Arccos(— x)
Solucion.
Como: Arccos(—x) = Arcsenz + 75, la ecuacion no tiene solucion
pues se llega a una contradiccion.
Nota.

Para cualquier transformacion algebraica que arroje una solucion, ésta debe ser
necesariamente verificada en la ecuacion inicial.

Problema 4.

Un monumento ABC D esta levantado verticalmente sobre un terreno a nivel.
Desde un punto P del terreno, sus partes AB, AC, AD subtienden &ngulos «, 3
y ~y respectivamente.

Suponiendo que AB =2, AC =16, AD =18y a+ [+ v = 180°
a) Hallese AP.



b) Sea (@ un punto sobre el terreno, tal que (5 es el angulo entre APy PQ
calculese QA si PQ = 8.

Solucién.

a)
D
C A P
5 B

'Q\
. m o Y
Sea AP = z,entonces
1 18

2 6
tga = 2, tgB= -, tgv = -
a+fB+7=180° = a+ =180 — v
tg(a+p) =tg(180° —7) = —tgy =
tga + tgfB
1—tgatgB
tga+tgB+tgy=tgatgptgy <

—tgy =

2,16 18 _ 21618 _
T + T + r sz z & =4
b) tgB =4 = cosB = ﬁ, aplicando el teorema del coseno

AQ? =42 4+8—-2-4-8cosf3

2 _ _ L1 —
AQ* =80 — 64 \/ﬁ@AQ—&OZQ

Problema 5.
a) Demuestre cos’a + sen’acos2B = cos’B + sen?Bcos2a
b) Si Arctgy =4 Arctgx, héllese y como una funcidén algebraica de =y

aproveche esto para demostrar que tg22,5° es una raiz de la ecuacion
' —6224+1=0

Demostracion.

a) cos’a + sen’acos2B = cos’a+ (1 — cos’a)(cos®[ — sen?f3)

2 2

= cos’a + cos’3 — sen?B — cos’a cos?3 + cos 2a sen?f



2acsen®s

= cos’a + cos?B3 — sen?B — cos*a(l — sen?B3) + cos

= cos’3 — sen’ + 2 cos’a sen?3

= cos’B+ sen’B(2 cos’a — 1) = cos*B + sen’[ cos 2a
b) Sean a = Arctgy & y = tga

g = Arctge & x = tgp

. 2tg2 Atg B (1—tg*
asi =48 & tga = tg(26+206) = 1_5(;22% = 1—2tggg£tg4ﬁg—i)tg?ﬁ <
2
de aqui se obtiene y = %

Por otra parte, sea =225 & a=4-22.5 & o =90°como y = tg90°que
noexiste = 1—6z>4+2* = 0 ynote que = = tg22, 5° entonces

(tg22,5°)" — 6 (tg22,5°)> +1 = 0 = tg22,5° es una raiz de la ecuacion dada.

Problema 6.
Resolver
senx — cos3xr = cosdbr — sen 3x
Solucioén.
sen3xr + senx = cosdbxr + cos3r &
5 3r + x 3:L'—:I}_2 or + 3z S5 — 3z
sen 5 cos 5 = 2cos 5 cos 5

sen2xcosx = cosdxcosxr < cosx = 0 V sen2x = cosdx
cost =0 & x9p= g, luego la solucion general es © = 2kn + %, kelZ

sen2x = cosdr < sen2r = cos’2x — sen’2r <

2sen?2x + sen2x —1 = 0 = sen2x :% V sen2xr = —1

sen2w=%=>2x0:% :>2x:k:7r+(—1)k% @w:k%—l—(—l)k%

sen2x=—1$2x0:%ﬂ :>2I:k:7r—|—(—1)k%7T @xzk%—{—(—l)k%ﬂ
Problema 7.

Si v, a son los angulos mayor y menor de un triangulo, cuyos lados estan en
progresion aritmética, demuestre que

4 (1—cosvy)(1—cosa)= cosy+cosa

Solucion.

« menor = a lado menor

~ mayor = ¢ lado mayor

a,b,cen PA. & b—a=c—b < 2b=a+ c, porel teorema del seno =



2senf3 = sena + seny <& 2senf3 = 2sen cos 5 &
. at+y _x B +’y_ 8. at+y _ B 1
pero: 5 =5 — 5 = sen = cos 5, cos—+ =seny asiqueda
g 8 _ B - aty _ -
2sen 5 cos’s = cos5cos 5t & 2cos 5t =cos 5t (1) &

400526%”Y = 2008% coso‘Z7 & 4cos?

Porotra parte 4 (1 — cosv)(1 — cosa) = 16 sen®§
16 [ — 3{cos 5L —cos S 2}]2 =4[ —

= 4 cos® 232 (3) finalmente por (2)y (3) se tiene

3 = cosy+cosa (2)

27
5 =

+ 2cos “32 ]2, por (1)

Sen

cos

o+
2

4 (1—cosv)(1—cosa)= cosvy+ cosa.

Problema 8.

El angulo opuesto a la base de un tridngulo isosceles es de 120°; demuéstrese que la
distancia entre los centros de las circunferencias inscrita y circunscrita es a la base

como 3—1:\/§

Solucién.

Por demostrar que

De la figura se tiene

tg60° =" y tg15°="
X z
x+y 1, 1
de donde = tg15° & == tg15°
Try= t960°+zg 22~ 2\ige00 T 1915°)
tg45° — tg 30° 3—1
1+1tg45°tg30° /3 +1
Tty 1 1 \/§—1> 1 4 \/5—1
2 2 \f V3+1 2\3(/3+1) V3
Problema 9.

Desde el pie de un poste, el angulo de elevacién a la azotea de un edificio es 60° y
desde el tope del poste, que tiene 3 m. de altura, el angulo de elevacion al mismo



punto es 35°. Encuentre la altura del edificio y la distancia a que se encuentra del

poste.
Solucion.
10
J 0
J [
h
10
. 3
|
3
0\|| |
“«— X ———
. . h
De la fig. se tiene: tg60° = - (1)
h—3
t ° = 2
935 . (2)
De (1) h= tg60°x = V/3z, en (2) ztg35° = V32 — 3 de donde

x = S S =2.90m., luego h = tg60°-2.90 = 5.02m.
V3 — tg35°

Problema 10.

S; @_y cos

tgd =« y cosf 7

demuestre que
x
tgp = — \/y?sec’a — 1
Y
Demostracion.

tgd vy x
De, — == & tgp=—tgh 1
tgo x y @

Cos

COS X . .
Por otra parte como, osg Y & cosl = , 'y de lafig. se tiene
COoS



y \y?—cos’a

CoSsa

190 = VY2 — cosla

en (1) resulta
cos

z \/y? — cos? T
tgp = — VY — oo = —Vy?secia — 1
y cos Y

Problema 11.

Resolver la ecuacion
3T
tg(4m — ) + cotg 5 " 2x | = 2tg2(w + x)
Solucion.
3
tg(4m — ) + cotg(? = 29{;) =2tg2(m + x)

—tgx +tg2x =2tg2x & tgxr+itg2z =0 &

senxr  sen2x

=0 < senxcos2x +cosxsenlx =0 <
cosx cos2x

sen(x +2z) =0 < send3z =0 & 3z =kn @x:kg, keZ.

Problema 12

y 0 3 cot 30 4 send
cotg— —3cotg — = ————
92 g 2 1+2cost

Demostracion.

0 30 cos? cos 30 cos? cos 3 cos 3¢
_ 2 2 2 2 2
cotg = —3cotg — = -3 = — —
2 2 (4 30 (4 30 30
sen sen 5 seny  sen sen 5
[ 30 _ [ 30 30
200828677,2 sen 5 cos % _2cos2
sen ¢ sen 2 sen 3¢

2 2 2



30

,9671(32—‘9 — g) cos 376 senb cos %
- 0 oom 30 30 0 oom 30 30
Sen 5 sen % sen % sen 5 sen % sen 5
0 0 30 0 30
_ 2sengcosy _costy 2(cos5 — cos%y)
= o 0 oo 30 30— 30
Sen 5 sen % sen 5 sen 5
4sen O seng 4sen 6 4sen
3send —4sen3? 3 —dsen?f 3 —2(1—cosb)
4 sen 6
14+ 2cosb

Problema 13.

Demuestre que en todo tridngulo ABC' se tiene

Demostracion.
a senyy a senyy a sen-y sen o sen-y '
= = — = = (8%

b—acosy b—(b—ccosa) ccosa senvy cosa

Problema 14.

Desde cada extremo de una base de longitud 2a, la elevacion angular de una
montafia es 6 y desde el punto medio de la base la elevacion es ¢. Demuestre que

la altura de la montafia es

[N

asen ¢ sen [ cosec(p + 0) cosec(p — )]

Demostracion.

h h
tgf = — = — & x = z = y es altura, por tanto > + a* = z* (1)
z X
h 0
tg9:—<:>xzcos hoA tg¢:—¢>yzcos¢h,en (1)
x sen 6 sen ¢



2 2
cos cos“f
—;b Wta=—2hn &
sen?o sen?6

1
sen2¢ cos?6 — sen?6 cos?p

1
(send cosf + senb cosp)(seng cosld — senb cose)

h? = a®sen’¢ sen?0 (

)

h? = a’sen’¢ sen*6

1
sen(¢ + 6) sen(¢p — 0)

h? = a’sen’¢ sen’6

[N

h = a sen ¢ sen | cosec(¢p + 6) cosec(p — 0)]
Problema 15

a) Si 4cosa = 3, demuestre que

3286ngsen57a =11

b) Demuestre que todos los angulos que satisfacen la ecuacion

sen2x = cos2x

estan comprendidos en la formula (8% — 1) g + % ke Z.
Demostracion.
5 1
a) 32sen % sen 7(1 =32 - 3 [cos( — 2a) — cos 3a]
= 16 [2cos’a — 1 — 4 cos®a + 3 cos o]
3 3 3
=16[2(5)*—1-4(5)*+3(5)] =11
2(5) (P +3(3)
T T T
b) sen2x = cos2x < th:E:l(:)Q:v:mr—l—Z & x:n§+§,n€Z
Notemos que, si n:2k=>x=k7r—|—g (1)
. 3T
Si n:2k—1:>w:k7r—z (2)

Finalmente (1) y (2) son equivalentes con (8k — 1) g +—, keZ

Problema 16.

a) Si a= % hallar el valor de



sen23a — sen 3a

sen 16 + sen4da

: 3
b) Si sena= —06 y n1<a< g calcule el valor de

sen (a - g) +tg(m — )

3T
cosec (7 — )+ cosa

Solucion.

T
sen23a — sen3a  2cos13asen10a  cosl3a cos(19 — G)E _
sen16a 4+ senda  2senl10acos6a  cosba cos 67

19
6m 6
cos(m— —) cos —
67 67
oS8 — oS —
19 19
T
) sen (O‘ - 5) +ig(m—a) _ —cosa—lga  cosa+sena
3m ~ —seca+cosa  1—cosla
cosec (7 — ) +cosa
_ cos’a+sena  (—08)2—06 0111
N sen?a (=062 T
Problema 17.

Demostrar las siguientes identidades

2
a) Arccos 9= 2 Arcsen =

3—4cos2a+ cosda

b) 3+ 4 cos2a+ cosda =tg'a
Demostracion.
a) Sean a= Arccos% & cosa = j—;
0= Arcsen% & senff = %
Asi cos28=1—2sen’f=1— 2(%)2 = j—; S 20 = Arccosi—;

41 2
De donde Arccos 19 = 2 Arcsen -

b)



3—4cos2a+cosda 3 —4cos2a+ cos2(2a)
3+4cos2a+cosda 3+ 4cos2a+ cos2(2a)
B 3—4cos2a+2cos?2a —1
~ 3+4cos2a+2cos?2a — 1

1—cos2a .,
1+ cos2a

B 08?200 — 2 cos 2a + 1 _
" cos22a+ 2cos2a+1

= [tg* 2(%)]2 = tg'a

Problema 18.

Demostrar

1+ cosycos(a—3)  a®+b?

1+cosBcos(a—7) a®+c?

Demostracion.
1+cosycos(a—f) 14 ;lcos(y+a—p)+cos(y —a+ )]
14cosfBcos(a—7) 1+ icos(B+ a—7)+cos(f—a+7)]
pero o+ B+ v = 180°, entonces
1+ 3[cos(180° — B — B) + cos(180° — o — )]
1+ 3[cos(180° — v — 7) + cos(180° — o — )]

24 [cos(180° — 23) + cos(180° — 2a)]
2+ [cos(180° — 27) + cos(180° — 2a)]

24 [—cos283 — cos2a
24 [~ cos2y — cos2a]

_ 1—cos2B + 1— cos2a
 1—cos2y + 1 —cos2a

pero por férmula del &ngulo medio  2sen®% =1 — cosz, se obtiene

2sen’f + 2sen’a

- 2 sen?y + 2 sen?a

sen?B + sen’a

sen?y + sen’a

finalmente por el teorema del seno: sena = ka, sen 3 =kby sen~y = kc

K2 + ka?

= 122 4 k2l simplificando por £, se tiene
c a



a’® + b?

a? + c?
Problema 19.

Las piedras de un campo circular(de radio r) se recogen en n montones a intervalos
regulares a lo largo de su valla. Demuestre que la distancia que habra de recorrer un
trabajador con una carretilla que carga justamente un montén, para llevarlos a uno

T
de los montones es 4r cotg —
2n
(suponga que empieza su recorrido en este monton)

Solucioén.

dp

e

dy

2 d 0 0
Notemos que 6 = il y que 51 =rseng & dp = 2rsen 3 analogamente se
n

. 2 3 ko
obtienen: dy = 2r sen oL d3 = 2r sen 7, ..., dp =2rsen oY

Asi la distancia total recorridaes D = ZQdk =4r Zsen por demostrar que

n—1 n—1

k6
sen —- = cotg —, para lo cual sea la sumatoria a calcular > “senka, con
k=1 k=1
0 T . . .
T=5=, en efecto, recurriendo a la identidad
n
1 1 1
senkr = — —— [cos(k + —):U - cos(k - —)x]
2sen 5 2 2

n—

n—1 1 1

Zsenkx: - T cos( )x—cos(k——)x],
2

k=1

2sen 5 =1

por propiedad telescopica, se tiene



1 [ ( 1) x]
= — cos|n— = |x—cos—
2$enE 2 2

2
nx (n — 1)
1 i e — sen— sen x
= — ——— | — 2sen — sen( | = 2 = 2
2sen — 2 2 sen =
2 2
pero = = i, finalmente entonces
n
s T o T
n—1 sen —sen(= — —)  cos o -
S senke = —2—2 20" = 2N _ o5 " como se pretendia.
=1 sen — sen — 2n
n 2n

Problema 20.
Si b,cy (3 sonconocidosysi b < ¢, demuestre que
(21— x2) + (1 + 9)*tg?3 = 4 b2
donde z;y zo son los dos valores del tercer lado.

Solucién.

. a’ +c? —b? .
Por el teorema del coseno se tiene cos( = 5 de aqui formando la
ac

ecuacioén de 2° grado para el lado a, (que es el tercer lado)

a’ —2ccosfBa+c? —b* =0, donde x, y z,s0n las raices de esta ecuacion y por

—2ccosf3
1

c? —b?

propiedad de las raices se tienen =y + xo = — = 2ccosf3

:c2—b2

1Ty =
Por otra parte
(21 — 29)° +4 2129 = (21 + 22)° = (21 — 22)° = 4c? cos? B — 4(c? — b?)
finalmente
(21 — x2) + (1 + 22)°tg?B = 4c? cos? B — 4(c? — b?) 4 4c2cos® B tg*
= 4c? cos® B — 4c? + 4b* + 4c? sen?3
= 4c? (cos® B+ sen?3) — 4c? + 4b?
= 4b*
Problema 21.



Desde la cima de una colina, una persona halla que los angulos de depresion de tres
piedras consecutivas, indicadoras de los kilémetros de un camino recto a nivel son
a, By ~. Demuestre que la altura de la colina es

V2

Vetgra —2ctg?B + ctgy

Solucién.

De la figura se tiene:

x 9 x

cotga = — = cotga:ﬁ
1 1)
cotg B = % = cotg’B = (IEZZ )
2 2)?
cotgy = % = cothfyz %

de donde se obtiene

x? x+ 1) x + 2)? 2
ctha—2ctg26+ctg27:ﬁ—2( h2) —|—< h2) =73

finalmente

V2

ho—
Vetgra —2ctg?B + ctgy

Problema 22.

a) Si sena = cosacosf3 demuestre que

secf3

tg(a+ B) —tgB = T— senB

b) Considerando 0 < x < 27, resolver la ecuacion
s ™
2 )= 4o — =
sen (2 + 4) cos(4x 4:)

Demostracion.



tga+tgB . tga+tgB —tgB +tgatg’ B
1 —tgatgl N 1 —tgatgl
_ tga(1+1tg*B) o sec™f3

a) tg(a+ B) —tgB = tgp

1 —tgatgl | _ sena senf

cosa cosf3

2
sen a sec®f3 cos
= feosb pero sen a = cosa cosf3
cosa cosfB — sena senf3

sena sec’ cosf3 _ secf

sena — senasenfS 1 — senf3

b)
7r T s s s
2 + 1) = cos(4x — 22 + 1) — sen[~ — (4z — 1) =
sen($+4) cos(4x 4)<:>S€n($+4) sen[2 (4x 4)] 0
3
sen (2 + %) - sen(I7T —4r)=0%& 2003(% —x) sen(3x — %) =0

sena:sen(?)a:—%):Odeaqui: senx =0 \/sen(3x—%)=0 =
senr=0=2x=0,z=m,x =27
T T T om
sen(Sm—Z)—O:i’)x—Z—kw,k—0,1,2,3,4,5.®x—k§+ﬁ =
7w bm 9 3w 17w 217w
T2 120 120 120 120 12
Problema 23.




