GEOMETRIA ANALITICA



Capitulo 8

La Recta

8.1. Definicién

Se llama recta al lugar geométrico de los puntos P(x,y) de un plano, tales que
para todo par de puntos P, y P> de ella, las pendientes de PP, PP, y P P> son
iguales.

Ecuacién

La igualdad de pendientes implica

Yy—u Yy—1y2 Y2 — Y1
= = =m, T1 # T2 (1)
T — I T — T2 T2 — I1

8.2. Ecuacién punto pendiente

De (1) se obtiene:

Yy —y1 =m(z — 1), (2)
conocida como la ecuacién de una recta que pasa por un punto dado Pj(z1,¥y1)
y pendiente m conocida.

8.3. Ecuacién que pasa por dos puntos

En tanto (1) o bien de aqui se obtiene:
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que representan a la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos P (z1,y1) vy
Py(x2,y2) dados.

Note que si 1 = a2 la recta es paralela o coincidente con el eje Y, en este caso
con ninguna de las tres ecuaciones anteriores podemos representar a dicha recta,
esto quedard para mas adelante.

8.4. Diversas formas de la ecuacion de una recta

Sien (3) x1 = y1 = 0 la ecuacién se convierte en

y=ma (4)

esta es la forma de las rectas que pasan por el origen exceptuando la ecuacién
del eje Y.

Ahora, también de (3), obtenemos

Yy =mx1 + Yy — mx

pero y; — mxo es un parametro real que vamos a denotar por n, asi

y=mz+n (5)

se llama ecuacién principal de una recta, con la cual podemos representar to-
dos las rectas en el plano cartesiano a excepcion de las paralelas con el eje YV y
el eje Y mismo. Esta ecuacién nos indica que el coeficiente de la variable z, es
igual a la pendiente de la recta, en tanto note que ”n” es el corte que tiene dicha
recta con el eje Y.

Sean a y b los cortes de una recta con los ejes X e Y respectivamente con a y b
no nulos
la recta pasa por A(a,0) y B(0,b) entonces por (3)

b Ty
0= 2y — 74
y—0=—-(z-a) = —+3 (6)

ecuacién conocida como la ecuacién de segmentos de una recta.
Forma General de una recta

Se llama forma general de la ecuaciéon de una recta a:
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Az +By+C=0 (7)

en que A, B y C son parametros reales A yB no nulos a la vez.

Se llama forma principal de una recta pues con ella podemos representar a todas
las rectas en el plano cartesiano, asi:

I)

1)

I11)

V)

V1)

. A C A C
A,By C #0,de (7) seobtleney——Ea:—E m=-pyn=-%
familia de rectas que cortan en dos puntos, a los ejes coordenados.
A A
AyB#0AC=0de (7):>y:—§ac, m=-7

familia de rectas que pasan por el origen.

C

ByC#0ANA=0de (7):By—|—C:O<:>y:_§
C

:0 e

m ,n B

familia de rectas paralelas al eje X.

B#A0ANC=A=0,de (7)== By=0<=y=0
m=0yn=20

y = 0 es la ecuacion del eje X.

C
AyC#O/\B:Ode(7):>Ax+C:O<:>x:—Z:p

m indefinida, p = 1

familia de rectas paralelas al eje Y.
A#0ANB=C=0de (7)) = Az =0<=2=0
m indefinida p = 0

x = 0 es la ecuacién del eje Y.
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8.5. FEcuacion Normal

La forma normal de la ecuacién de una recta es

rcosa+ysena =d (8)

donde d > 0, numéricamente igual a la longitud de la normal trazada desde el
origen a la recta y « es el angulo positivo (0° < a < 360°) medido a partir de la
parte positiva del eje X, a la normal. (ver figura)

Recordemos que si a y b son los cortes que tiene dicha recta con los ejes X e Y,
su ecuacion esta dada por

a b cos o sen o

de aqui se obtiene: x cosa + y sen a = d.
Si la recta esta dada en su forma general por

Az + By+C=0

y su forma normal

rxcosa+ysena—d=0
como ambas representan la misma recta se debe tener:

cosa=kA; sena=kB y —d=kC

de aqui

1 A B C
k= , asi T+ + =0
+v A% + B? +v/ A% + B? +V A% + B2’ +v A% + B?

d > 0=k A C deben ser de signos diferentes, por tanto C'y ++v/ A2 + b? deben
ser de signos diferentes.

(8)

SiC=0y B#0= By +VA?+ B? deben tener el mismo signo

SiC=0y B=0= Ay +VA?+ B? tienen el mismo signo.



Luis Zegarra. Secciones 6-7-8-9 209

8.6. Angulo entre dos rectas. Paralelismo y Perpen-
dicularidad

Andlogamente, el parrafo 7.6, se tiene que si las rectas estan dadas por y = m1+n;
ey =ma+ng

mp=tgay y mg =tgas, a+ 3 =180°

se obtiene
lgag —tgar  ma—my

1+tgas tga; 14+ mam

(9)

Notemos que « V. 3 son agudos (no ambos), si son iguales entonces las rectas son
perpendiculares entre si.

tga =tg(ae — 1) =

Recordemos que la condiciéon de paralelismo exije
m1 = Mo
y la de perpendicularidad,
mimy = —1.

Si las rectas estan dadas en su forma general

lh:Aix+Biy+Ci=0Aly: Asx +Boy+Co =0

La férmula (8) se transforma en

A1By — Ay By
tgg = ——————— 10
g A1As + B1 By (10)
Al B,
paralelismo <= A1 By — A3 B1 = 0 < =0
Ay By
Perpendicularidad <= A4 + B1By =0
o . Ay B O Av B B G
Coincidencia <— -5 R = =0 A =0
2 2 2 Ay By By O
A By
Intersecciéon <= A1 By — A3 B # 0 <— #£0

Ay By
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8.7. Distancia de un punto a una recta

Dado Pi(z1,y1) y una recta en su forma general Ax + By + C = 0, la distancia
desde P; a la recta esta dada por

_ \Axl + By + le

= e 1

Demostracion.

Primero calculamos la distancia O@), desde el origen a la recta para lo cual

eliminando «, se obtiene

.- (%
VP B

Trasladando los ejes en forma paralela al nuevo origen Pj(x1,y1), se tienen las
ecuaciones de traslacion

0Q =

r=a+x

y=vy +u
asi la ecuacion de la recta dada referida a este nuevo sistema toma la forma
A’ + By +C' =0, C'=Ax1+By +C

luego por (*) la distancia desde el nuevo origen P;(z1,y1) a la recta Ax’ + By’ +
C'" = 0 esta dada por

. ’C/’ . \A:):1+By1 —i—C’
’/A2+BZ 1/A2+BQ
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8.8. Distancia Dirigida

La distancia dirigida d de la recta dada por

Ax+By+C=0
al punto P;(z1,y1), esta dada por la féormula
Az + By +C

+VA? + B?

en donde el signo del radical se elige de acuerdo a lo expuesto en 8.5, ademas se
debe considerar lo que sigue:

d

(12)

Si la recta dada no pasa por el origen, d es positiva o negativa segun al punto
Pi(x1,y1) y el origen esten en lados opuestos o del mismo lado de la recta.

Si la recta pasa por el origen, d es positiva o negativa segiin que el punto P,
esté arriba o abajo de la recta.

8.9. Familias

Ya sabemos que para determinar una recta se necesitan dos condiciones geométri-
cas independientes.

Todas las rectas que satisfacen una y sélo una condiciéon geométrica forman una
familia o haz de recta, por ejemplo

1. La familia de rectas que tienen pendiente variable y que pasan por un punto
fijo

y —y1 = m(x — x1), m pardmetro

Py(21,y1) punto fijo.

2. Todas las rectas que tienen pendiente a, a > 0 (fijo) y el corte con el eje Y
sea n,

Yy = ax + n, n pardmetro
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y asi podemos seguir dando diversos ejemplos de familias de rectas que tienen
una propiedad en comun, es de particular importancia el siguiente caso.

Familia de rectas por la interseccién de dos rectas dadas
Sean las rectas
lh:Aix+Biy+Ci =0

l2:A21E+BQy—|—C2:0

tales que A1 By # A3Bj ( condicién de interseccién).
La familia de rectas que pasan por el punto de interseccién de l; y ls, esta dada
por la ecuacién

A1z + Biy+Cy + MAgx + Boy +C2) =0, A€ R

con la sélo excepcién de la recta la (A2 = 0).
Familia de perpendiculares a una recta dada

Dada la recta Ax + By 4+ C' = 0 la familia de rectas perpendiculares a esta recta,
estan dadas por

Br — Ay+ X =0, \esun pardmetro real.

Para el caso particular que una recta de esta familia pase por el punto Pj(z1,y1)
se tiene

Bxy — Ay1 + A=0= Bx — Ay = Bx; — Ay

es una recta pependicular a la recta dada y que pasa por Pi(x1,y1).
Familia de paralelas a una recta dada

Dada la recta Az + By 4+ C = 0 la familia de rectas paralelas a esta recta, estan
dadas por

AMAx 4+ ABy+ D =0, A es un pardmetro real.

andlogamente un elemento de esta familia que pasa por P;(z1,y1) esta dada por

Az + By = Ax1 + By, A#0
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8.10. Tépicos Varios

Area

Area de un tridngulo que pasa por los puntos Py(x1,y1), Pa(x2,y2) v P3(x3,y3)

r1 oy 1
Area = §| x2 y2 1 || la demostracién se deja propuesta.
r3 yz 1

Si los tres puntos estan sobre la misma recta

1 oy 1
2 y2 1|=0
x3 ys 1

Si en lugar de x3 e y3 se dejan x e y en la férmula anterior, es decir
rr oy 1
zz y2 1 |=0

z y 1

representa a una recta que pasa por los puntos Pi(x1,y1) v Pa(x2,y2)

Recordemos que:

a b c

e f d f d e
d e fl=a —-b +c

h i g 1 g h
g h 1

Interseccion de dos rectas dadas

Dadas
Az +Biy+C1 =0

Asx + Boy+Ce =0

Eliminando y, se obtiene:
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—Cl Bl Al _Cl
= 3102 — BgCl B _02 B2 . - A2 _CQ
T MB—AB | A B | YT T4 B
AQ BQ AQ B2
Casos
. A1 Bl ., L.
1. Si A B = 0, las rectas no son paralelas la solucién da un tnico punto
2 b2

de interseccion.

Ay By -C1 B 20y A —Cy
A2 Bz —CQ B2 - A2 —02
paralelas y no existe un punto de interseccién, el sistema es incompatible.

2. Si =0A # 0 las rectas son

. Al Bl —Cl Bl Al —Cl Al Bl Cl
3. S =0A = =)= - == ===
' ‘ Ay By ~Cy By Ay —Cy A By G
las rectas son coincidentes por tanto existen infinitas soluciones para el
sistema.
Ejemplo.
Resolver:
20 — 3y =10
r+T7y=1
Solucién.
Caso 1
10 -3 -3 10
L 7] 67 B 71| -73
T 3 T YT T T
1 7
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8.11. Ejercicios Resueltos

1. Dada la recta
(a—2)x+(1—-3a)y+a+1=0.

Determine a de modo que la recta:

a) Pase por el punto (—2,1)

c

)
) 2
b) Tenga pendiente —3
) Sea perpendicular a la recta ax — 2y + 10 =0
)

d

. 3 .
Forme un tridngulo de area 5 con los ejes coordenados.

Solucion.

215

a) El punto (—2,1) debe satisfacer la ecuacién de la recta dada, es decir

(a—2)(-2)+(1—-3a)l+a+1=0
dedondea:;

a— 2 2 8
3a—1 3 9

9
¢ );‘:—1:612—21\/6

b) De inmediato m =

Se debe t :
c¢) Se debe tener que <3a—1

d) Coordenadas de A, y =0

(a—2)x+a+1=0=

a+1

= 2
o 2—a’a7é

asiA<a+l,0>
2—a

Coordenadas de B,x =0= (1 —3a)y+a+1=0
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1 1

—y= ot luego B | 0, ot por tanto se debe
3a—1 3a—1
; lla+1| |a+1 3
ener que — = -
T9l2—a| |3a—1| 2

3a — 1) > 0(x) conduce a 10a? — 19a + 7 = 0 de

—

Considerando (2 — a)
19
10 0@

(ambos valores son vélidos).

| =

donde a =

Si(2—a)(3a—1) < 0= 8a?—-23a+5=0de donde a = 2.638 0 a =
0.237 (también validos)

2. Una recta pasa por el punto de interseccién de las rectas 2z — 3y — 5 =

0; .+ 2y — 13 = 0 y el segmento que determina sobre el eje z, es igual al
doble de su pendiente. Hallar la ecuacién de dicha recta.

Solucion.

La ecuacién de la familia de rectas por la interseccién de las rectas dadas
esta dada por:

20 —3y -5+ ANz +2y—13)=0 (1)
13M+5
Intersecando con el eje X, es decir haciendo y = 0 se obtiene x = \ ++2
2
por otra parte la pendiente de (1) estd dada por m = ﬁ, y se pide que

13\4+5 A+2 1
Nr2 3o AT leA=—g

ParaA=1= y =3z — 18

1 1 1
P A: _— = — _ —
ara 1 == 2x 5

3. Determine los valores de a y b para que las ecuaciones ax — 7y +18 =0y

8r—by+9%a =0

a) Concurran en un punto

b) Sean paralelas
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¢) Sean perpendiculares

d) Sean coincidentes.

Solucion.

a) Por 8.6 se tiene de inmediato

a —7
8 —b

‘:56—ab7$0<:>ab7556

que es la condicién de concurrencia.
b) Sean paralelas <= ab = 56.
¢) Sean perpendiculares <= 8a + 7b = 0.

-7 18
d)ab—56/\‘_b 9

a=4ANb=14o0a=—-4ANb=-14

217

‘ = 0 <= —63a + 180 = 0 de aqui resultan

4. Hallar la ecuacién de una recta que pasa por el punto (1,2) y que forme un

angulo de 45° con la recta 2z +y — 3 = 0.

Solucion.

Segun la figura se vislumbran dos soluciones posibles.

La recta buscada es de la forma

y—2=m(x—1)

(1)

y la pendiente de la recta dada es m’ = —2, por tanto se deben cumplir
— (=9 —9_
tg45° =1= LH o bien 1 = ™ de donde se obtiene m = —= o
1—-2m —2m 3

m = 3 asi las ecuaciones de las rectas pedidas son

1
y—2:—§(x—1)oy—2:3(a;—2)

1+a

5. Demuestre que las rectas cuyas pendientes son a y
45° (a#0 A a#1).

se cortan en
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Demostracion.

Sean a1 y a9 las inclinaciones de las rectas mencionadas, asi

m; =tga; = a

1+a
mgztgagzl_a

de aqui

I+tgayr  tg4d° +tgay

tgog = =
g 1—tgay 1—1tgdd°tgay

=1tg(45° + aq)

asi ag = aq + 45° lo que demuestra que l; y I se cortan en 45°.

6. Se trazan perpendiculares desde el origen a las rectas cuyas ecuaciones son
x4+ 2y =10 y 2z + y = 10. Determine la ecuacién de la recta que une los
pies de estos perpendiculares y su longitud.

Solucion.
Sean

1
l1:x+2y:10; mq :—5

lo:2x4+y =10; mg = -2

Ecuaciones de OA y OB

1
y=2rey= 533 respectivamente.

Coordenadas de A

z+2y=10
= A(2,4)
y =2z
Coordenadas de B
20 +y =10
— B(4,2)

y=z
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Asi la ecuacién pedida es: y —4 = —(z—4) y la longitud entre A y B resulta

V22 4+ 22 = 24/2.

7. Sobre los catetos AC = a y CB = b de un tridngulo rectangulo ABC' se
construyen cuadrados ACFG y BCED. Demostrar analiticamente que las
rectas AD y BG se cortan sobre la altura he.

Solucion.

Eligiendo el AABC como se indica en la figura
Ecuacién de AD

b
= - 1
v=—p 9 (1)
Ecuacion de BG o
a
b= 9
Yy “a T (2)
Ecuacion de h., map = ——
a
y=7e 3)
ab? a’b

Resolviendo (1) y (2) se obtiene ( ) punto que

a?+ab+0%" a®+ ab+ b2
satisface la ecuacién (3), asi queda demostrado lo pedido.

8. Determine el punto de interseccién de las simetrales del triangulo de vértices
A(—2a,b), B(0,b) y C(2a, D).

Solucion.

Sean M punto medio de AC' luego M (0,0).
N punto medio de AB, N(—a,b)

b
map =0, mac=-o-

Ecuacién de 57, es
2a
y=—ux (1)
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10.

Ecuacién de 59, es
T =—a (2)

242
b
es el circuncentro o punto de interseccion de las simetrales del tridngulo.

resolviendo el sistema formado por (1) y (2) obtenemos A (—a, — que

. Determine las ecuaciones de las bisectrices del angulo formado por las rectas

204+3y—12=0A2x—-2y+6=0.

Solucion.

Ecuaciones de las bisectrices dadas por
122 +3y — 12| |z —2y+6
V13 VB

de donde resultan dos casos posibles

1 2e+3y—12  x—-2y+6
ViZ2 Vb
(2v/5 — V13)z + (3v/5 + 2v/13)y — 6(2v/5 +V13) =0

1) 20+3y—12 2 —-2y+46
V13 V5

(2v5 4+ V13)z + (3v5 — 2v/13)y — 6(2v/5 — V13) =0

Demostrar analiticamente que en el tridngulo de vértices A(0,0), B(—1,5)
y C(5,1) la bisectriz del dngulo interior del vértice C' y los bisectrices de
los angulos exteriores de los otros dos vértices son concurrentes.

Solucion.

Primero determinamos las ecuaciones de los lados del tridngulo:
lac:x—5y =0
Ilpc:2x+3y—13=0

lap:bx+y=20
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11.

|z — 5yl _ |2z + 3y — 13| *)
V26 V13

La ecuacién de la bisectriz interior by, tiene la pendiente negativa, asi de
(*) se obtiene que su ecuacién es

T — 5y = V2(2x + 3y — 13) (1)

Bisectrices del vértice C' dadas por

122 + 3y — 13| |52 + y|
V13 V26

Bisectriz del vértice B,
de aqui la ecuacién de bs es:
V2(2z 4 3y —13) = 5z + (2)

|z —5y| _ [5z 1y

V26 V26

de aqui se obtiene la ecuacién de bz (tiene pendiente negativa)

20 +3y=0 (3)

Bisectriz del vértice A,

ahora resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (3), se ob-
tienen z = —3v2 e y = 2v/2 y nétemos que estos valores satisfacen la
ecuacién (2) por tanto el punto R(—3+/2,2v/2) es el punto donde concurren
las bisectrices mencionadas.

Determine la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de
las rectas t —y+5=0y x4+ y+ 1 =0 y liste del origen 3 unidades.

Solucion.

Graficamente se notan dos soluciones posibles, asi la familia de rectas por
el punto de interseccién de las rectas dadas l; y l2, esta dada por:

r—y+5+ANz+y+1)=0

se debe cumplir que

[T+ N0+ (A—1)0+ X+ 5|
VA +A)Z2+ (A —1)2

17/\2—10>\—7:0:>)\:10)\:_1l7
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12.

13.

asi las ecuaciones de las 2 rectas que verifican esta condicion son

r=—-3 y dr—12y+39=0

Sean [1 y lo dos rectas perpendiculares entre si por el origen, demuestre
que la recta que pasa por los puntos de intersecciéon de l; y Iy con la curva
y = x? también pasa por el punto (0, 1).

Solucién.
. 1 -
Sea y = max, m # 0 la ecuacién de I entonces y = ——x es la ecuacion de
m
la

Coordenadas de P,

Yy =m
= Pi(m,m?)
y = a?
Coordenadas de P,
1
y= _Ex 1
~a(1
m
y=a’

2
2:m -1

Ecuacién de la recta Py Po, y — m (z —m).

m
Note que el punto (0, 1) satisface a esta ecuacién.

Demostrar que la recta y — x + 2 = 0 corta el segmento que une los puntos
(3,—1) v (8,9) en la razén 2 : 3.

Demostracién.
Ecuacién del segmento que une (3,—1) y (8,9) es, y + 1 = 2(x — 3) interse-
cando con la recta y — x + 2 = 0 se obtiene P(5, 3)

Note que, para el caso de las abscisas

AP  azp—xa 5-3 2

PB xp—-xp 8-5 3
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analogamente para las coordenadas

AP  yp—ya 3+1 4 2

PB ys—ypr 9-3 6 3
14. En un tridngulo cualquiera demostrar que el baricentro, el cincuncentro y

el ortocentro son puntos que estan sobre una misma recta.

Solucion.

Sea el tridngulo de vértices A(—a,0), B(b,0) y C(0,¢) a,b,c > 0, asi se

b—a b ¢
tienen A’ ( 5 ,O) , B’ <2,2> P,Q y R coordenadas del ortocentro,
baricentro y circuncentro respectivamente.

Coordenadas de P. (punto de interseccién de las alturas)

he:z=0

b
. :>P(0,“C)
hB:y:—E(x—b)

Coordenadas de Q. (punto de interseccién de las transversales de gravedad)

b—a c
2c :Q< 3 73)

ta:y =

h—
Satx= a
2 (b—a 02—ab>
= R ,
c b b 2 2c
Sprry—-=-|z— <
2 C( 2)

Si los otros puntos P, @ y R son colineales, por 8.9- el siguiente determi-
nante, debe ser nulo
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15.

16.

b
0 @y 0 |
c
b—a c b—a ¢ —3ab (b—a) 1
— ]_ = 0 :7<C2_3ab) :O
3 3 3 3c 6 11
b—a 2 —ab 1 b—a c®—3ab 0
2 2c 2 2c

Dado un tridangulo isdsceles de lados AB = AC sobre AB se toma un punto

D y sobre BC un punto E, tal que la proyeccion de DFE sobre el lado BC
BC

sea igual a ——. Demuestre que la perpendicular a DFE en E pasa por un

punto fijo.

Solucion.

Tomemos el tridngulo isésceles como se indica en la figura, asi A(0, ¢), B(—b,0)
y C(b,0), b > 0y ¢ > 0. Sea el punto E sobre BC' de coordenadas (A, 0),

asi las coordenadas de F' son y = 0 A x = —(FE — DE) pero FE es

B (=
la proyeccién de DE sobre BC' y es igual a —C = u = b, luego

2 2
x=—(b-A)=A—basi F(A—b,0)

Coordenadas de D, interseccién de las rectas:

r=A—b \
: :>D</\—b,cb>
—+==1
-b ¢
cA , .
mDE:—b—2 de aqui que la ecuacién de [, es
b2 Vx b voov?

2
ecuacion que nos indica que la recta pasa por el punto fijo (O, —)
c

Sea el rectangulo ABCD y su diagonal BD), por el vértice C se traza una
perpendicular CM a BD. Demuestre que la recta CM pasa por un punto
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17.

fijo si el perimetro de dicho rectangulo es constante igual a 2K, K > 0 en
que DA y AB son rectas fijas.

Demostracion.

Por hipétesis

2b4+2d=2k<=b+d=k (1)
d b
mBC:_gszM:g;bad>0

Ecuacion de CM.

b
y_d:a(m_b)<:>dy—bm:d2—62:(d—b)(d+b)per0p0r (1)

dy—bz:(d—b)k(z)d(y—k:):b(y—k:)@y—k:g(y—k)

ecuacién que nos indica que la recta pasa por el punto fijo (k, k).

Sean los puntos A(a,0) y B(0,b) tales que AB = ¢ = v/a? + b. Determine
la ecuacion de la recta que pasa por los centros de las circunferencias inscrita
y circunscrita al tridngulo dado (a,b > 0.

Solucion.

Es claro que el punto medio de la hipotenusa del triangulo rectangulo es el
circuncentro M <a b)

272
El incentro punto de interseccién de las bisectrices, se obtiene resolviendo
el sistema:

|bx + ay — ab|
y=zAyl="—m—
va*+b
. . bxr + ay — ab
note que en ésta tultima ecuacién debemos tomar y = B e pues
c

es la bisectriz del vértice A, que tiene pendiente negativa.
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18.

19.

<m =— , note que ¢ > a) , asi resolviendo el sistema indicado resulta
c—a

por tanto la ecuacién pedida es:
c

b bla—b—c) a

I L

Dado un punto en el interior de un triangulo equilatero, demostrar que la
suma de las distancias de dicho punto a los lados del tridangulo es igual a su
altura.

Solucion.

Sea el triangulo equildtero que se indica, asi A(—a, 0), B(a,0)y C(0,v/3a), a >
0 y sea P(x,y) un punto interior del tridngulo

—a<z<aA0<y<+3a

Ocupando el concepto de distancia dirigida (8.7-) se tienen:

V3z +y—3a V3r —y++3a J
) = s U3
2 —2

d1:y>0;d2: d2<0;d3 <0

VBz+y—VBa V3r—y++V3a V3

di+do+ds=y 9 2 = a = he

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,1) y tal que la
distancia de ésta recta al punto (—1,1) sea igual a 2v/2.

Solucion.

La ecuacion de la recta pedida es de la forma y — 1 = m(z — 3) asi se debe
verificar

pyz_ Im=1) —1-3m 41
m2+1

— 8(m?+1) =16m? < m = +1

luego hay dos rectas que cumplen estas condiciones, que son y — 1 =
+1(z — 3).
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20. El angulo de inclinaciéon de cada una de dos rectas paralelas es a. Si una de
ellas pasa por el punto (a,b) y la otra por el punto (¢, d). Demostrar que la
distancia que hay entre ellas es:

|(c —a)sena — (d — b)cos a|

Solucioén.

Las ecuaciones de [ y I’ son
y—b=tgalr—a)
y—d=tgalx —c)

respectivamente.

Es suficiente tomar la distancia entre el punto (¢, d) a la recta I’

_|tga-c—d+b—atgal |(c—a)tga+ (b—d)

Vitgra +1 sec o

d=|(c—a)sena+ (b—d)cosal

d

21. Determine el valor del parametro A de modo que las rectas

Lh:de+A=1Dy—2A+2)=0
lo:3 x—BA+1)y—(5A+4)=0

formen un angulo de 45° entre ellas. Hallar también el lugar geométrico de
los puntos de interseccién de las dos familias.

Solucion.

De inmediato

BA LA
tg45° = 3A+1 T A—1 (1)
1+ 521 (—321)
o bien
A 3\
tg45° = 21 3xfl 2)
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22.

la ecuacién (1) no da solucién real, y de (2) se obtiene A ~ 0.623 o bien
A~ —178.

4 4
Lugar geométrico pedido, l; = \ = :n—?{J—+y—2 ydels, A= ?):E_—;;/_5

de donde igualando se obtiene: 2x — 4y — 3 = 0.

Ocupando el concepto de familia, hallar la ecuacién de la transversal de
gravedad (mediana) relativa al vértice A del triangulo definido por las rectas

lap: 2z —y+1=0
lpc:x4+y—1=0

lca:z—3y—1=0

Solucién.
Familia de rectas por el vértice A

2 —y+ 1+ ANz —3y—1)=0 (1)

el punto medio de BC' debe satisfacer a (1), asi:
Coordenadas de B

20 —y+1=0
— B(0,1)
r+y—1=0

Coordenadas de C'

z+y—1=0 11
:>C<170) anM(2,2>
r—3y—1=0

3
en (1) resulta A = —, por tanto la ecuacién de la mediana del vértice A, es:
11z —13y+1=0
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23. Lasrectas; I : 2 +y =0, lb :x—by+12=0yl3:5x—y—12=0
determinan un triangulo. Determine

a) El érea y su perimetro.

b) Las coordenadas del centro de la circunferencia circunscrita al tridngu-
lo.

Solucion.

a) Coordenadas de los vértices del tridngulo

z+y=0
= A(-2,2)
z—5y+12=0
z4+y=0
= (C(2,-2)
or—y—12=0
r—oy+12=0
= B(3,3)
or—y—12=0
-2 21 0 0 2
1 1
Area = — 2 -2 1 =35 2 -2 1 :52(6—%6):12
3 31 3 31

Perfmetro = AB + AC + CA = 42 + /26 + /26 = 4/2 + 21/26

b) El centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo equidista de los
tres vértices, asi:

(z+2)2+(y—2°=(x-2°+@y+2°=(z -3+ (y—3)°

de donde @) <2, 2)
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24. Demostrar que el tridngulo formado por el eje Y y las rectas y = miz +
ni; Yy = max + na2, my # me esta dado por

1 (ng — n1)2

2 [mg — my]|

Demostracion.

Las coordenadas de A y B son inmediatas, A(0,ny) y B(n1,0), para C

Yy=mix+ny

N2 — N1 N1mz —minzg
m2 —my ma —my
Y = MaT + N2
1 no ni
Area = —AB-h.= =|na—ny| |—
2 me — mq
2
1(ng —m)
2 |m2 — ml\

25. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la intersecciéon de las rectas
3r —4y = 0; 2z — by + 7 = 0 y que forma con los ejes coordenados un
triangulo de area 8.

Solucion.

Familia de rectas por la interseccién de las rectas dadas, es

3r—4y+ A2z —5y+7)=0

Coordenadas de A,

A
Yy x+ A2z +7) = 31 2)
Coordenadas de B
A

—0A Ayt AN-By+7)=0=y=
x Y+ A(=5y +7) V=i
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luego se debe tener

1 7 || ™ )
2‘ 3+2/\H5/\+4' 8 — 49\ 6/(3 +2X)(5A +4)|
. 2 24
Si (3 2X)(5A+4) > 0(x) = 11102 4+ 368 + 102 = 0 = &y = —
8
0 Mg = —3 ambos valores satisfacen (*), por tanto
24
iN=—— = 92 —-4y—24=0
si T x — 4y

si)\:—§:> r—4y+8=0

si (34 2X)(5A +4) < 0 no existen valores reales para A.

26. La base de un tridngulo tiene longitud constante, b, b > 0. Si la diferencia

de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados es igual a a?.

Demuestre que el L.G. del vértice opuesto a la base es una recta.

Demostracion.

Sea el tridngulo que se muestra en la figura, asi A(0,0), B(b,0) y C(z,y)

Se dice que AC? — BC? = a?
CL2 _ bQ

2+ —((r-b)?*+y?)=a?> =2 = 5

al eje Y.

se trata de una recta paralela

27. Sea P un punto variable sobre el eje Y, y dos puntos fijos A(a,0) yB(b,0)
sobre el eje X con b > a, a y b no nulos. Hallar el L.G. de los puntos de
interseccion de las perpendiculares a las rectas PA y PB trazadas por A y
B cuando P se mueve sobre el eje Y.

Solucion.
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28.

Sea el pardmetro A\, A # 0 P(0, A) mévil sobre el eje Y.

mpa = _A — Mg = &
PA= — AQ =
I
mpp = - mpp =y
asi ecuacion de AQ es
y=1(—a) M
ecuacion de BQ
b
y= b £

para obtener la ecuaci6 del L.G. de () debemos eliminar el pardmetro
b(x — b)

de donde z = a + b con-
a(x — a)

comun, entre (1) y (2) asi resulta 1 =

siderando b > a.

Dada una recta, [ : z + % =1, a A b# 0 que corta al eje X en el punto
a

Py alejeY en el punto Q, sea I’ una recta perpendicular a [ que corta al
eje X en P/ y al eje Y en @’'. Determine el L.G. del punto de interseccién
de las rectas PQ" y P'Q.

Solucion.

De la figura, se tiene P(a,0) y Q(0,b).
a
m; = —— < mpy = —
a b

7 7

y a .
Ecuacién de I’ : y = gx +n con "n” pardmetro.

Coordenadas de @’
r=0<=y=n= Q(0,n)

Coordenadas de P’
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29.

luego
n
lop:y=—»(&—a
QPY a( )
a

lpo:y—b=—x

PQYy n
entre estas dos ultimas ecuaciones eliminando el pardmetro n, se obtiene

yly —b) = —x(x —a) <= 2° +y* = ax + by

Sea [ una recta variable por un punto fijo A(a,b),l corta al eje a en un

punto B y sea I’ perpendicular a [ que pasa por A, I’ corta al eje Y en C.
Determine el L.G. del punto medio P del trazo BC'

Solucion.

Ecuacion de [, es

Ecuacién de I, es

Coordenadas de B

—b b
y:Oen(l):>x:ma asiB(a—,())
m m

Coordenadas de C'

b
x=0en (2) :>y:m JraasiC’((),b—Fg)
m

m

Sea P(x,y) el punto medio de BC, luego
1 b A 1 (b n a)
r=-la—— == —
2 m y 2 m

eliminando m entre estas dos tltimas ecuaciones se obtiene: 2ax + 2by =
2,12
a” + b°.
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30. Determine la ecuacién del L.G. del punto de interseccién de las diagonales

31.

de un rectangulo inscrito en un triangulo dado ABC, que tiene uno de sus
lados coincidiendo con el lado AB del tridngulo.

Solucién.

Dado el tridngulo que se indica en la figura.

Sean sus vértices: A(—a,0), B(b,0) y C(0,c¢), a,b,c > 0.
Ecuacién de RQ : y = \; A parametro.

Ecuacion de AC : -z + L. 1
—a c

e (2 )a ()
s —a(o(1-2).)

Sea P(z,y) punto de interseccién de las diagonales del rectangulo asi

(-2)- )

Ecuacién de BC : — +

o R
ol

A A
xTr = = —
2 Y73
2 2
c c a—> 2

ecuacion del L.G. pedidosia #b. Sia=b<= x =0es el L.G.

Dado un punto fijo A(a,0), a # 0 y dos puntos variables en el eje Y, B(0, «)
y C(0, () tales que af = 1. Determine la ecuacién del L.G. de los puntos
de interseccién de las perpendiculares a AB en By a AC en C.

Solucion.
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32.

Supongamos o < 3, a, 3 # 0 con af =1

(6 a
mAB:——:>me:—,a7$0
a (0%
I6] a
mac = —— =>mcp = 5
a B

Ecuacién de BP 1y —a = g
@

Ecuacién de CP :y — § = %x

1
Eliminando el parametro af, considerando que a3 = 1 resulta x+ = +—

a
ecuacion del L.G. pedido.

Por un punto P(a,b) se traza una recta variable que corta en A al eje X
en B al eje Y. Se une A con el punto medio C' del trazo OP ( O el origen),
hasta cortar al eje Y en D. Por D se traza DM paralela con OP hasta
cortar en M a la recta AB. Determine la ecuacién del L.G. del punto M.

Solucion.

Sea y —b=m(z —a) (1), larecta variable por P, m pardmetro .

Coordenadas de A

b b
y:0:>x:a_:>A<a_70>
m m

a b
C(m)

b bm
E i6n de AD e e ———
cuacién de es y 5= 3% g

Coordenadas de C

<a: — g) haciendo x = 0 en ésta ulti-

ma ecuacién obtenemos las coordenadas de D, (0, 2%
—ma

Ecuacion de DM
b(b—ma) b

—_————— T — 2
y 2b — ma a,x (2)
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Eliminando el pardmetro m, entre (1) y (2) finalmente obtenemos: a?y? —
3abxy + 2b%x? = 0 que es la ecuacién del L.G. pedido.

33. Sobre los lados de un dngulo «, resbalan los extremos de un segmento AB
de longitud ”a”, determine la ecuacién del L.G. del punto de interseccion
P de las perpendiculares en A y B a los lados del angulo.

Solucion.

De inmediato

moa =tga, map = —cotg o
Ecuacion de recta {
Yy =1tgox

Sea C(k,0) entonces

Ak, ktg a)
Ecuacién de recta BP es © = A (1), A pardmetro.
Ecuacién de recta AP es y — ktga = —cotg a(x — k) (2)
Ademés debe verificarse que (k—\)? +k’tg?a = a? (3)

finalmente reemplazando los valores de A y k de (1) y (2) en (3), se tiene:

2 2

t t

Y + x cotgo ) 4+ Y+ x cotg o tg2a:a2
tg o+ cotg o tg o+ cotg o

de donde simplificando se llega a: 22 + y? = a®cosec?a.

34. Desde un punto P se bajan las perpendiculares PS y PT a los lados de un
angulo «, determinar la ecuacién del L.G. del punto P de modo que la suma
de sus distancias del vértice A del angulo «, a los pies de las perpendiculares

sea "a”.

Solucion.
Por condicién del L.G. de P(z,y),

AS+ AT =a (1)
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AS ==z
En A AQT
y+ RT y+ RT
= = AT = 2
sena AT sen o @)
. r—A .
En A PRT), se tiene tga = T 0 Pero AQ = AT cos « asi
RT - © AT cos Ry G0 COSQaATen @)
tg tg sen o sen o
2
AT sena =y + cosax_ €os aAT<:>AT:ysena+xcosa
sen o sen«

finalmente en (1), z + y sena + x cosa = a

es decir (1 + cosa)z + sen ay = a, que es la ecuacién L.G. pedido.

8.12. Ejercicios Propuestos

1. Determine el parametro A para que las rectas
h:de+MAN=1y—-2A4+2)=0

lo:3Xz— (BA+1)y—(5A+4)=0

sean:

Paralelas, perpendiculares entre si, concurrentes en un punto y coincidentes.

Respuesta.
1 1 1

A= A=—= A#F0AA# -, A=0
37 27 7é %37

2. Una recta pasa por el punto de interseccion de las rectas bx + 2y — 11 =0
vy —2z + 3y — 6 = 0 y el segmento que determina sobre el eje Y es igual a
la mitad de su pendiente. Hallar la ecuacién de la recta.
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Respuesta.
104z — 61y +52 =10

3. Determine una recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas
20 —y+2=0; x—y+1=0y forme con los ejes coordenados un triangulo

de area igual a 2
Respuesta.
d3xr+y+3=0

4. Determine el pardmetro k£ de manera que la recta 2y + kx — 11 = 0 pase
por el punto de interseccion de las rectas x — 2y +5 =0y 2x + 3y +3 = 0.

Respuesta.
k=-3

5. Determine el valor del parametro & de modo que las rectas de la familia
5 — 12y 4+ k = 0 disten del origen 5 unidades.

Respuesta.

k = £65.

6. Determine el valor del pardmetro k£ de modo que las rectas de la familia
kx —y + 3v/5 = 0, disten del origen 3 unidades.

Respuesta.

k=4+2

7. Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son A(—1,1), B(3,4) y C(5,—1),
también hallar el punto de interseccién de las bisectrices de los angulos
interiores del triangulo.
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10.

11.

12.

Respuesta.

13; (2.309, 1.537)

1
. Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son l; : y = ax — §bC; lo:y=

1 1
bx — iac; l3:y=cx— iab. Demostrar que el area del tridngulo es

A:é(a—b)(b—c)(c—a), c>a>b

. Un punto mévil en el plano cartesiano tiene las coordenadas (3t — 1, t + 2)

en cada instante t, jcudl es la ecuacién de la trayectoria de dicho punto?

Respuesta.

r—=3y+7=0

Dado el tridngulo ABC', donde A(0,0), B(b,0)y C(0,¢). Un trazo DE se de-
splaza paralelamente al lado AB apoyado en los lados AC'y BC respectiva-

mente. Determine la ecuacién del L.G. del punto P(x,y) de interseccién de
las rectas AE y BD.

Respuesta.
2cx +by —bc=0
Demostrar que el L.G. de un punto que se mueve de modo que la suma de

las perpendiculares bajadas desde él a dos rectas dadas es constante, es una
recta.

Hallar la ecuacién de la recta cuyos puntos equidistan todos de las rectas
paralelas 122 — 5y +3 =0y 12x — 5y — 6 = 0.

Respuesta.

24z — 10y — 3 =0
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13.

14.

15.

16.

17.

Hallar la ecuacién del L.G. de un punto P(x,y) que se mueve de tal manera
que su distancia de la recta x = 2 es siempre 3 unidades mayor que su
distancia del punto (—1,—3).

Respuesta.

y+3=0siz<?2

Hallar la recta que pasa por la interseccién de las rectas i1 : x +2y—1=0

1
y la: 2z —y+ 3 =0y que diste del punto (0,1) una longitud a —.

V5

Respuesta.
z4+2y—1=0,2—-2y+3=0

Determine la ecuacion del L.G. de un punto P cuya distancia al origen sea
el doble de su distancia a la recta y = .

Respuesta.

22 +y? =2z —2y

Hallar las longitudes de las perpendiculares bajadas desde el origen a los
lados del triangulo cuyos vértices son (2,1), (3,2) y (—1,—1).

Respuesta.
1 1 1
5 ) /713 9 \/§

Hallar la distancia entre las rectas paralelas x +y+8 =0y x+y—1=0.

Respuesta.

9

V2
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18.

19.

20.

21.

22.

Hallar la ecuacién del L.G. de un punto que se mueve de tal manera que
su distancia de la recta 4z — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble de su
distancia al eje X.

Respuesta.

dz+Ty+12=0; 4o — 13y +12=0

La perpendicular desde el origen a una recta mide 6 unidades y forma con

. . . 3 . .
el eje X un adngulo cuya tangente es igual a T Determine la ecuacion de la
recta.

Respuesta.
dr+3y£30=0

Hallar la bisectriz del angulo agudo formado por las rectas x — 2y —4 =0
vdr —y—-4=0.

Respuesta.

(V17 4+ 4V5)z — (2V17 + V5)y — 4(V17T+/5) =0

Hallar la ecuacién de una recta que pasa por el punto comun de las rectas
x+2y—1=0y 2x —y+3 =0y que diste del punto (0,1) una longitud

1
de —.
V5

Respuesta.

r—2y+3=0yz+2y—1=0

Determine las ecuaciones de las bisectrices de las rectas 3x —4dy —3 =0y
dr — 3y + 12 =0.

Respuesta.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

T+y+15=0yTz—Ty+9=0

Si a, b, ¢ son parametros reales no todos nulos que verifican 2a+ 3b—5c¢ = 0.
Demostrar que todas las rectas de la familia ax + by + ¢ = 0 pasan por un
punto fijo.

Hallar el angulo agudo formado por las rectas 4o —9y+11 =0y 3z+2y—7 =
0 también hallar la ecuacion de la recta que pasa por su intersecciéon y por
el punto (2, —1).

Respuesta.
80°16’; 96z + 29y — 163 =0
Una recta se mueve de tal manera que la suma de los reciprocos de los

segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual a una
constante k, k # 0. Demostrar que la recta pasa por un punto fijo.

Hallar el valor de k, de modo que una recta de la familia kz+(k—1)y—18 = 0
sea paralela a la recta 4x 4+ 3y + 7 = 0.

Respuesta.

4.

Hallar el valor de k para que las rectas de la familia k®x + (k+ 1)y +3 =0
sea perpendicular a la recta 3z — 2y — 11 = 0.

Respuesta.

—1+£V7
3

Determine el valor de k, de modo que las rectas 3z+y—2 = 0, kx+2y—3 =0
y 2 —y — 3 = 0 concurran en un punto.
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Respuesta.

k=5.

29. Sea el tridngulo cuyos vértices sean A(—2,1), B(4,7) y C(6,—3) se pide:

a) Las ecuaciones de sus lados

b
c
d

)
) La recta que pasa por el vértice A y es paralela a BC

) La ecuacién de las rectas por B y que trisecan a AC

) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de: las transversales
de gravedad, de las simetrales y de las alturas.

e) El drea del tridngulo.

Respuesta.

a) z—y+3=0;52+y—27=0yz+2y=0
b) b +y+9=0

c) lle —5y—9=0; 13z —y—45=0

)

)

S8

8 5\ (105 45
3'3)'\373) Y 33

e) 21

30. Sea el punto A cuya ordenada es 10 y se encuentra sobre la recta cuya
pendiente es 3 y que pasa por el punto A(7,—2). Determinese la abscisa de
P.

Respuesta.

11

31. Dos rectas l; y lo forman entre si un dngulo de 135°. Sabiendo que I tiene
pendiente -3. Calcular la pendiente de la recta [;.

Respuesta.
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32.

33.

34.

35.

1
4=
2

Hallar analiticamente los angulos interiores del tridngulo cuyos vértices son
los puntos A(—2,1), B(3,4) y C(5,—2).

Respuesta.

77°28', 54°10/, 48°22’

Demostrar que los puntos (2,5), (8, —1) y (—2,1) son los vértices de un
triangulo rectangulo y hallar sus dngulos interiores.

Respuesta.
33°41 56°19’
Hallar la distancia desde el origen a cada una de las rectas paralelas 2x +

3y—4 =0y 6x+ 9y — 5 = 0. Deducir de éste resultado la distancia entre
las rectas.

Respuesta.

7V13
39

Hallar la ecuacién del L.G. de un punto que se mueve, de tal manera que:

a) Equidiste de los puntos (2,3) y (4, —1).
b) Forme con los puntos (5,1) y (—1,2) un tridngulo de 4rea 6.

¢) La diferencia de los cuadrados de sus distancias a (—1,3) y (2,4) sea
igual a 8.

Respuesta.

a) 3r+y+1=0
b) x+6y+1=0
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36.

37.

38.

39.

40.

c) 3x+y=9

Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a 4z + 7Ty + 9 = 0 y tal que el

area del triangulo que forma con los ejes coordenados sea 3

Respuesta.

Tr—4y ==£14

Hallar la ecuacién de la recta paralela a g + % =1 y tal que la distancia a

ella desde el origen sea 8.
Respuesta.

4z + 3y = +40

Desde un punto P se bajan perpendiculares PS y PT sobre las rectas fijas
OS y OT que se cortan formando un dngulo «. Determine la ecuacion del
L.G. de P si ST es paralela a una recta fija.

Respuesta.

y + x cosae = m(x + y cosa); m pendiente de la recta fija.

Demostrar que las rectas que unen un vértice de un paralelégramo con los
puntos medios de los lados opuestos, trisecan la diagonal que no concurre
al vértice y esta a su vez triseca a dichas rectas.

T T
Si—+ v _ 1 interseca a las rectas Pl % N

a a
b # 0, encuentre la distancia PQ.

EenPchonay

1

ISHRS

Respuesta.

Ve

5
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41.

42.

Determine la ecuaciéon de una recta que pasa por el punto de interseccién
de2rxr—y—1=0y xz+ 2y —4 =0y su corte con el eje X, determina una
distancia de 1 unidad, medida desde el origen.

Respuesta.
Tx—y—7=0; Tv —11ly+7=0
Dado el tridngulo ABC cuyos vértices son A(1,2), B(8,4) y C(4,10). Hallar

las coordenadas de un punto P tal que los tridngulos PCB, PCAy PAB
tengan la misma area en magnitud y signo.

Respuesta.

(11,12)

8.13. Ejercicios Propuestos de nivel avanzado

1.

Sea P(a,b) el punto medio del trazo AB. La recta OQ es paralela a AB.

1 1
L ta P lqui t P.D t — = =4 —
a recta P() es cualquier recta por emostrar que - 0~ PX + Py
siendo X e Y las intersecciones con los ejes coordenados.

. Si los vértices de un tridngulo estan respectivamente en tres rectas concur-

rentes y si dos de los lados pasan por un punto fijo, entonces el tercer lado
también pasa por un punto fijo.

. Se toman por ejes a los lados opuestos de un cuadrilatero y los otros dos

lados tienen por ecuaciones l + kA 1, £ + g1 Hallar el punto

2a ' 20 2a; @ 2b
medio de las diagonales, a, a1, b, by # 0.

Respuesta.

((l, bl) y (ala b)

. Sea una recta AB que corta sobre los ejes coordenados segmentos iguales.

Se toma un punto M, variable sobre AB y se trazan las perpendiculares
MP y MQ alos ejes coordenados, se traza enseguida M R perpendicular a
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10.

11.

PQ@Q. Demostrar que M R pasa por un punto fijo cuando M recorre la recta
AB.

. Simi,ms y ms son diferentes entre si, demostrar que la condicién necesaria

y suficiente para que las tres rectas: y = mix + ny; y = mox + ng; y =
msx -+ ng concurran en un punto es:

ming — mgny — mang + mgny — ming + mong = 0

. Sean P y P, dos puntos fijos, sea [ una recta variable, y sean d la distancia

de P; aly sea do la distancia de P, a . Demostrar que si dy = 2dy la recta
pasa por un punto fijo.

Demostrar en un tridngulo rectangulo, que la recta que une el vértice del
angulo recto con el centro del cuadrado construido sobre la hipotenusa
(hacia el exterior del tridngulo) es bisectriz del dngulo recto.

. Demostrar analiticamente que la bisectriz de cualquier &ngulo de un tridngu-

lo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados
contiguos a los respectivos segmentos.

. Desde un punto cualquiera de la base de un tridngulo isdsceles se trazan

perpendiculares a los lados iguales. Demostrar que la suma de las longitudes
de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la altura cor-
respondiente al vértice opuesto de dicha base.

Demostrar que las bisectrices de dos angulos exteriores de cualquier tridngu-
lo forman un angulo igual a la mitad del tercer dngulo exterior.

Dado un angulo AOB, sobre el lado O A se toman los puntos Py () y sobre
OB los puntos Ry S; PS y QR se cortan en C. Demostrar que L, M y N
puntos medios de OC, PR y @S respectivamente son colineales. (Elija un
sistema oblicuo de coordenadas).
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12. En un tridangulo dado ABC), se traza de un punto en su interior las rectas

PD paralela a C'y PE paralela a AB. Determine la ecuacién del L.G. de
PD 1

Pd d — =
e modo que - = 5

Respuesta.

Si los vértices del tridngulo son A(0,0), B(b,0) y C(0, ¢) entonces la ecuacién

del L.G.escx+ (2¢+b)y —bc=0

13. Entre los lados de un angulo «, se mueve un punto P de modo que la suma

de sus distancias a los lados del dngulo es constante. Hallar la ecuacion del
L.G. de dicho punto.

Respuesta.

(x +y)V1+ cos?a = k, k constante.

14. Desde un punto P se bajan perpendiculares PS'Y PT sobre dos rectas fijas
OS y OT que se cortan formando un dngulo «. Hallar la ecuacién del L.G.
de P si ST es dimidiada por la recta y = mx + n.

Respuesta.
y + x cosa = m(x + y cosa) + 2n

15. Con referencia al problema anterior, suponga que P se mueve sobre la recta
y = ma. Hallar el L.G. del punto medio de ST.

Respuesta.

2y — 2z cos a = m(2z — 2y cosa) + n sena



