Capitulo 5

Triangulos

Hemos trabajado con el tridngulo rectangulo en general ahora estudiaremos

un triangulo cualquiera y sus relaciones mas importantes.

5.1. Relaciones elementales

Dado el triangulo ABC', que se muestra en la figura

las medidas de sus angulos las denotaremos por: a,b y ¢ sus angulos por
a, 3 v v; a correspondiente al vértice A, § al vértice B y ~ al vértice C.

(a,byc>0)
En todo triangulo se tiene que:

a+ [+ =180°
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y que: a+b>c, b+c > a, c+a > btambien que a &ngulo mayor se opone
lado mayor y a dngulo menor se opone el lado menor. (a < b <= «a < )
a, 3y v se llaman angulos interiores del triangulo.

De la relacién (1), recordamos que se deduce que un tridngulo es posible
que tenga sus tres dngulos agudos ( acutangulo), dos agudos y uno recto
(rectdngulo) y un angulo obtuso y dos agudos (obtuséngulo).

Tambien de (1) se deduce que

O<a<mi<f<mO0<~y<m

y por tanto: sena > 0, sen 3 > 0y seny >0
angulos exteriores

Dado el triangulo de la figura

o, 3y~ se llaman dngulos exteriores y es facil notar que

atd =m B+08 =1y v+ =m
o/ =f+7 F=aty y V=a+tp

y a/+6/+7/:3600
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5.2. Teorema del seno

a b c

sena senf3  senvy

Demostracidn.

Sea el AABC un triangulo acutangulo como se muestra en la figura

Sea h¢ la altura trazada desde el vértice C', asi

he
sena = —
b a b
o (1)
he sena  senf3
senf3 = —

analogamente para la altura hpg, se obtiene:

hp
seno = —
c a c
hp Sen o sen -y
seny = —
B a
a b c

por tanto de (1) y (2) se tiene: = =
sena  sen[3  senvy
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En caso que el AABC sea obtuséngulo,

a hB
sen o . ¢ 3 como sen(m — ) = seny = =
sen(m — ) = 2B sena  senvy
a

andlogamente si se toma la altura h¢, asi

a b c

sena  senf3  senvy

probaremos ahora que esta igualdad es igual a 2 veces el radio de la circun-
ferencia circunscrita al A, asi

En A rectangulo BDC, sena = 2 = 2R siendo R el radio de
2 sen

la circunferencia circunscrita al A\, andlogamente si el A es obtusangulo.

Por 1ltimo notemos que si el A es rectangulo en C' v = 90° = sena =

a b . L .
— A sen[3 = - que son las razones trigonométricas definidas para el caso
c

c
de un A rectangulo.
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En resumen

b
- =% _—9R

sena senf}  seny

es el teorema del seno.

5.3. Teorema de las proyecciones

a=bcosy+ ccos 3
b= ccosa—+acos~y

c=acosf+bcosa

Demostracién.

Sea el triangulo acutangulo de la figura

Cos & =

=
]
QIR I3

A—p—rt q 1B cos 3 =

c=p+q=bcosa+ acos 3, andlogamente para a y b.
Si el AA es obtusangulo, se tiene

De la figura

AC = AD — DC

b=ccosa— acos(m— ")
b= ccosa+ acosvy

analogamente para a y c.
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5.4. Teorema del coseno

a? =b*+c? —2bc cosa
b? =a®+c? —2accos 3
2 =a®+b*>—2ab cosvy

Demostracién.

Sea el triangulo acutangulo ABC, de la figura

a? = BD? + DC?
a® = (¢ — bcos a)? + b sen’a
a’? = ¢ — 2bccos a + b*cos? a + b?sen’a

a’> = b+ 2 — 2be cos «
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analogamente para b? v ¢2. Ahora ud. puede demostrarlo para el caso de un

triangulo obtusangulo.

5.5. Equivalencia

Los sistemas:

a+ B+vy=m A el teorema del seno

Teorema de las proyecciones
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Teorema del coseno (3)

se dicen equivalentes, es decir cada uno de los tres es un sistema fundamen-
tal, es decir de (1) se deduce (2) de (2) se deduce (3) y por tanto de (3) se
deduce (1) ud. a modo de ejercicio verifique estas implicaciones.

5.6. Foérmulas de Briggs

a (S—b)(s—c) B [(s—a)(s—c) v [(s—a)(s—D)
seny =\ seng =4[ —— seni_\/—

o (s —a) B [s(s=b) v _ [s(s=¢)
cos \/ 0032—\/—% cosy = |/ ———

donde s = 2(a+b+c)
Demostracién.
I<a<n<=0<9<i=

a 1—cos o o 1+cos o
86”2—1/—2 0082—\/—2

2 2
pero el teorema del coseno cos a = 2 +2Cb y como § = % a+b+c), resultan

(s —=b)(s—c) s(s—a)

analogamente para los otros casos, note tamblen que:

tg% = % ete...

es facil verificar que s — a, s — b y s — ¢ son siempre positivos.

De las anteriores férmulas, es facil obtener
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sen o = b%\/s(s —a)(s—b)(s—c), etc...

5.7. Foérmulas de las tangentes

atb 195" bte 19’ c+a tgly
a—b tg%’ b—c tg%’ c—a tg~
Demostracion.
Del teorema del seno a_sena
b senf
a+b sena+senf QSenaTJ“Bcosanﬁ th‘T*B

a—b sena—senf QCOS#senQTfﬁ tgo=t

5.8. Area de un triangulo

De la geometria elemental recordemos
1 1 1
A=—-ahy==-bhg==h
R R R

a) Dos lados y dngulo comprendido,

1 1 1
A= §absen’y: Ebcsen& = écasenﬁ
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A= %ahA, pero seny = hTA = ha=bseny =

_ 1
A = 5 absenvy

A=1che, delafig (2) sen(r —a) = "2 = ho = bsena

== A= %cbsena.

b) Tres lados (Férmula de Herén)

A=/s(s—a)(s—b)(s—c), s:%(a+b+c)

Demostracién.

De Briggs y como

sen o = 28671% cos% —
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sena = 2\/(8 — b[))is —¢) \/8(sz %) = %\/s(s —a)(s—=b)(s—c)

y como A = %bcsena = \/s(s —a)(s —b)(s — ¢

¢) Un lado y dos angulos

1 ,sena seny

A=-b
2 sen(a+7)
Demostracién.
Del Teorema del seno ¢ = bss;ng = 8;8(?37) y como A = %bc sen o =

l 2 sen o seny
27 sen(a+y)
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d) Otras férmulas

b=2Rsen(
Del Teorema del seno y como
c =2 Rseny
1 1,
A= Ebcsena = §4R sena sen 3 seny =
A =2R?sena sen 3 sen~, donde R es el radio de la circunferencia
a b
i ita al tridngulo, d { - -
circunscrita al tridngulo, de aqui como sena = _—, sen (3 55 Y
© entonces A abe
seny = — en -
77 aR iR

5.9. Resolucion de triangulos

Triangulos rectangulos

Dado el triangulo rectangulo, de la figura v = 90° se conoce

o o0,
& h C

Caso I Dados dos catetos, hallar la hipotenusa y los dos angulos
agudos

a
De tga = — se obtiene «

b
p="-a
c = asena o bien ¢c = va? + b?

Caso II Dados la hipotenusa y un cateto, hallar el otro cateto y
los angulos agudos
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Dados cy a
b=+Vc2—a?
a
sena:—yﬁzz—a
c 2

Caso IIT Dados un cateto y un angulo agudo, hallar la hipotenusa,
el otro cateto y el otro angulo

Dados a y «
B=5-a

b=acotga N\ ¢ = acoseca

Tridangulos cualesquiera.

Caso I Dados los tres lados.

Por medio del teorema del coseno, se hallan o y ( es decir cosa =

B2 _ g2 2 2 _p2
% y cosﬁ:%deaqui v =180° — a — 3.
c ac

Notese que para que exista el A debe cumplirse

a+b>c,b+c>a; c+a>b

Caso II Dados dos lados y el angulo comprendido

Sean dados: a,b y ~
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¢ se determina mediante: ¢ = y/a® + b2 — 2abcosyy cos 3 =

2ac
o = 180° = (5+7)
También se puede resolver mediante:
- —-b
a3 conocido, supongamos a > b, por medio de: tg (aTﬁ) _ 2 =
a

se calcula a — (8 por tanto se conocen a y 3; para ¢, mediante: ¢ = a

Caso III Dados dos angulos y un lado
Dados: a,By v, 8+ v < 180°

sen -y

a=180°— (f+7), c=a
se, « sen o
Caso IV Dados dos lados y angulo opuesto a uno de ellos

Dados: a,b y a, se determina (3 mediante

sen 3 = —sen«
a

. bsen o
1. Sia<bsena —

a
este caso no hay solucion ver fig. 1

C

b zen o No es posible construir

o un triangulo cona < bsen «
& E

Fig. 1

b
2. Sia=bsena = sena

=l=senf=1= [ =90°
a

a®+c —b?

v
tg—
0092

seny

SeENn o

> 1= senf3 > 1, lo que no es posible, en



Luis Zegarra. Triangulos 134

en este caso el triangulo es rectangulo y hay una solucién, ver fig. 2

o Z
B b
b osen o
o o &
& =) £ B E

fig 2 fig 3

3. Sia>bsena = sen3 < 1, hay dos valores para 3, uno que es un
angulo agudo y el otro obtuso estos dngulos son suplementarios.

a) Sia<b= a < f, entonces a no puede ser obtuso por tanto [
puede ser agudo o bien obtuso (dos soluciones). En este caso se
conoce como el caso ambiguo, ver fig. 3 (tridngulos ABC' o AB'C

b) Sia=0b= a= 0,0 no puede se obtuso luego hay una solucién
y triangulo es isosceles, ver fig. 4

Sia>b= «a > 3,0 no puede ser obtuso, luego también hay
una sola solucién, ver fig. 5

o C
haen o
h a a
E\\Sﬁﬂﬂl
s G B/ o Afo i3
A B B
fig 4 fig 5

Note que si a > b la solucién para 3 > 90° es imposible, por no
cumplir con los datos dados.
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5.10. Ejercicios resueltos
1. Demuestre que todo triangulo se verifican:

a) clacosB—bcosa)=a*—1?

b) b(cotga + cotg f) = ccoseca

cos3+cosy  b+c

2 sen?s a
q) sen(y — «) _ o (? —a?)
sen(y— )~ b(@—B)
e) bsen2z+csen2é = 1(IH—C—CL)
2 2 2
f) acosa+ ccosy =bcos(a— )
9) iiztggztg%@mrﬁ)

a® — b? + 2
2+ b2 —a?
(cosa+ cos 3)(2cosy+1)  a+Db

i) _

14 cos~y — 2cos?y c

h) tgacotgf =

7) b*(cos B+ cosa cosy) = acsen? 3

Demostracién.

a)

clacos f—beosa) = accosa) = accos 3 — becos a
= a(a — becosy) — b(b — acos”)

= a® —abcosy — b* + abcosy = a* — V?
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b(cotg o+ cotg ) = bese 4 peosh

sen « sen
__c—acosf bcosB ¢ acosf bcos 3
T sena sen3 = sena sen o sen 3
c a b c
= — cos 3 — = = c cosec
sen sen sen B sen
c)
cos a+cos 3 2003# COSaT_B sen? cosa;’6
27 = 27 = 27
2sen’ 2sen® 3 sen” 5
2 pos2=B atB ,go=0
_ 2cosg cos—5=  2sen—4- cos—
jai o
2seny cosy sen -y
_ sena+tsen B _ sena senf8 __ a+b
seny seny seny c
sen(y—a) __ sen~y cosa—sen o cosy
sen(y—0) sen~y cos B—sen 3 cosy
seny _ ¢
_ sena (Sad cosamcosn) g g cosa—cony
T sen seny — ) T b € cosB—cos
B (Senﬁcosﬁ cos b B Y
_ ccosa—acosy __ b—acosy—acosy
" ccosB—bcosy = a—bcosy—bcosy

2,22
+b2—
b2a(Re) a (2—a?)
= a72b(a2+2b2b7C2) b (82_172)
a

bsen®Z + csenzg =b(=27) +c (1—02086)

— %(b—i- c¢— (bcosy+ccosf3)) = %(b—i— c—a)
f) Por el teorema de las proyecciones

bcosa=c—acosf3

bcosy=a— ccos 3
multiplicando miembro a miembro

b cos a cosy = ac — (a® + ¢*)cos + ac cos® 3 (1)
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9)

por otra parte del Teorema del seno, se tiene

bsena=asen3 N bseny = csen[3

de donde b%sen a sen~y = ac sen? 3 sumando con (1)
b?(cos a cosy + sena seny) = 2ac — (a* + ¢*)cos 3
1 2., 2
beos(a —y) = E(Zac — (a® 4 ¢*)cos 3)
ahora, nuevamente del Teorema de las proyecciones
ac = bccosy + ¢ cos 3

ac = a’*cos 3 + ab cos

sumando y ordenando y

2ac — (a® + ¢®)cos 3 = b(ccosy + acos a) en

bcos(aw —y) = ccosy + acos .

Por el teorema de las tangentes se tiene

+a us
cta _ t95E tg(f d
cra — 2_ — - e aqui
c—a ty% tgL q
B, B
cta 4 B _ cotgatgs (1_2) — T (1_2))
—al9y3 = t9(552) =cotg (3-5) =tg(5— (33

a?+c?-b% _ 2accosB __ acosB __ sena cosf3
b2+c2—a? 2bc cos b cos a sen 3 cos «

=tga - cotg 3
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i)

(cos a+cos B)(2cos y+1) __ QCOSaTﬁ COS# (2cos y+1)
1+cos y—2 cos?y o (2cosy+1)(1—cos )
_ 2sen coso‘;’g _ 2cos? cos—agﬁ
2sen? % 2 seng cosg
2sen—a;rﬁ coso‘Tfﬁ _ senatsenf _ a+b
- seny - seny ¢

b (cos B+ cos o cosy) = b? (cos B + {cos(a + 7) + cos(a — 7)})
= b? (cos B+ 3{cos(m — ) + cos(a — 7)})

= 2 (cos 3 + cos(a — 7))

2 — —
_ %26086+3 o cosﬁ (;Jrv

= b? cos (% —7) cos (g — oz)

= b? seny sen o = bsen y - bsen «

= csen 3 -asen 3 = acsen’p.

2. Si en un triangulo tg o, tg (3, tg~y estan en progresién armoénica, de-
muéstrese que a?, b?, ¢ estdn en progresién aritmética.
Demostracién.

tga, tg B, tgyen PH. <—

11 1 ‘s C ,
9o’ 195’ 9o estan en progresion aritmética y de aqui

cotg o, cotg 3, cotgy en P.A.
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<= 2cotg [} = cotga + cotgry

cosB __ cosa seny+sena cosy __ sen(y+a)
senf8 sen o seny T sena senvy
2005,@ _ sen 3 200852 sen3  senf
sen 3 sen o seny sena  senvy

pero el Teorema del seno y coseno se tiene:

a?+c2-b?
ac

:g.(_lzg 362—(12:02—62

= a?,b% y ¢? estdn en progresién aritmética.
3. Enun A si a =45° demuéstrese que
cotg 8+ cotgy + cotg B cotgy =1

Demostracién.

COtgﬁ—f—COtg’y—l-COtg/BCOtg’)/: sen~y cos B+sen 3 cosy + cos [3 cosy

sen 3 sen~y sen 3 seny

-1+ sen(vy+0) + cos 3 cosy—sen 3 sen~y . '7+ﬁ —T—a

- sen (3 seny sen (3 seny ’

— 1+ sen o 4 cos(B+y) __ 1+ sen o —cosa

sen (3 seny sen 3 seny sen 3 sen~y sen3 seny
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pero: o = 45° y como sen 45° = cos 45°, entonces resulta lo pedido.

Una solucion alternativa resulta de: 3+ v = 135° y aplicar cotagente.

4. Si en un triangulo se verifica

sen(y—pB) & —=1?

sen(y+03) 2+ b?

demuestre que el triangulo es isosceles o rectangulo.
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Demostracién.

v+ B8 =7—a= sen(y+f3) = sena, asi

seny cos 3—sen 3 cosy __ c2—b?

sen c2+b2

sen 3 -2

seny _
sena €057 = c24b2

Sen o«

c [a?+2-b%\ _ b (a?+b2-c\ _ 2-b?
a 2ac a 2ab T c24b2

2 _ 2—p?
= 22

cos 3 —

-
P)

de aqui se llega a:

Si b=c larelacién se cumple y el A es isésceles.

Sib#c=c?+b>=a’yel A esrectangulo.

., . 07 a ., ,
5. Enun tridngulo si tg — = ——, demuestre que el tridngulo es rectangu-
2 b+ec
lo.
Demostracién.
sen% — sen o
cos g sen B+seny
sen< 2sen cos< B+
2 2 2 i — r_a
co5% = ZeenPI copl3 pero sen=—" = sen (2 2)

T« B _ 2
sen(2 2) cos=" = cos

IR

cos cos@ = 0032% = cos@ = cos§

de donde @:%@azﬁ—’y pero a+fB+y=m

T—B—v=0—7= B=75=>el A es rectangulo.

6. Demuestre que en todo triangulo si
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sen 3 sec(y — a) = cotga — tg(y — )

el tridngulo es rectangulo.

Demostracion.
senf _ _ cosa __ sen(y—o) senfBtsen(y—o) __ cosa
cos(y—a) sen o cos(y—a) cos(y—a) sena

2 senm;*a cosﬁ*ya cosa 2 sen (g — a) cos (g — ’y) cos a

cos(y — «) sen a cos(y — «) sen «
2seny sena = cos(y — )2 seny sen o = cos7y coS o + seny sen
= cosy cosa — seny sena =0 <= cos(y+a) =0

de aqui v + a = § = el tridngulo es rectangulo.

7. Demostrar que si en un triangulo ABC' se cumple que

b+ —a? 9 3 3
- =ua sen 3 senvy = —
b+c—a Y i 4

entonces el triangulo es equilatero.

Demostracidn.

De%—3__f:a2<:)b3+c3:a2(b+c)
(b+c)(b* —bc+c?) =a*(b+c) perob+c > 0

b? + ¢ — a® = be por el Teorema del coseno se tiene
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2bccos&:bc:>cosa:%<:>a:§

De sen § seny = & <= —Heos(( +7) — cos( —7)] = &

cos(B — ) — cos(mr —a) = 2 <= cos(B —7) + cosa = 3
cos(fB—v)=1l<=pf—-y=0«<=F=vyycomo a+f+y=m

= a = [§ =7 = 7 = el tridngulo es equilatero.

8. Demuestre que en cualquier triangulo

b? — 2 A — a? a? — b?

_|_ =
cos B+ cosy  cosy+cosa  cosa+ cos 3

Demostracién.

b=ksen(3

Por el Teorema del seno
c = ksen~,k cte.

b2 —c2 _ Kk?(sen?B—sen®y) _ k2(cos?y—cos?p)

cos B+cosy cos [3+cosy cos [3+cosy

= k?(cos~y — cos 3), andlogamente

c2—a?

coS y+cos &

a?—b?

= k?*(cosa — cosv) y cosoteosd = k*(cos 3 — cos a)

luego

b2—c2 + c2—a? 4 a?—b? _

cos B+cosy cos y+cos a cosa+cosfB

k*(cos~y — cos 3 + cos o — cosy + cos 3 — cos ) = 0

9. Silos lados de un A rectangulo son

cos 2a + cos 23 + 2 cos(a + B) y sen2a + sen 23 + 2sen(a + 3)
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2

. o
demuestre que la hipotenusa es 4 cos®

Demostracion.

cos 2a + cos 23 + 2 cos(a + 3) =

2cos(a+ () cos(a — B) + 2 cos(a + [3)

= 2cos(a+ B)(cos(a — B) + 1) por otra parte;

sen2a + sen2f + 2 sen(a+ ) =

= 2sen(a + B) cos(a — ) + 2sen(a + )

= 2sen(a+ [)(cos(a — ) + 1), ahora por Pitagoras

4(cos(a — B) + 1)*(cos*(a + B) + sen?(a + 3)) = 4(cos(a — 3) + 1)?
la hipotenusa es la raiz cuadrada de esta ultima expresiéon es decir:

—p
2

2(cos(av — B) + 1) = 4 cos® a
10. Demostrar que en todo triangulo se verifica

a’sen( — ) N bsen(y — ) N csen(a — 3 _0

sen sen 3 seny

Demostracién.

“ asen(f — ) + =2 bsen(y — a) + =< sen(a — 3) =

sen « sen (3 sen -y

pero —2— = b — ¢ — K entonces
sen o sen 3 seny

Klasen 3 cosy — asen~y cos f+ bseny cosa — bsena cosy

+csena cos 3 — csen 3 cos al
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pero nuevamente por el Teorema del seno la expresion entre paréntesis
se anula.

11. Demuestre que si en un triangulo se cumple

a
cos o + cosf} = entonces v = 60°

Demostracion.
cosa+ cos B = a2—tb
2 cos 252 cos®3L = %, pero G =2 -1
286?7,1 COSM _ QSen%ﬂ cos#
2 2 2 seny
sen} = go = gyt = sen’} = §

sen%:%=>%230°:>7:600

12. Si los lados de un tridngulo son:2a + 3, a®> +3a + 3 y a® + 2a, a > 0
demuestre que el angulo mayor es 120°

Demostracién.

Noétese que V. a > 0

a?+a>0<=a’+3a+3>2a+3

Yy
a+3>0<=da>+3a+3>a>+2a

por tanto el lado mayor resulta ser a + 3a + 3, Va > 0 asi por el
Teorema del coseno se tiene
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(2a+3)2+(a?+2a)? —(a?+3a+3)?

cosa = 2(2a+3)(a2+2a)
T 2a(2a+7a+6) T 2 o

13.  Demostrar que todo tridngulo se verifica

a) csenzg + bsen2% =s—a

b) be COSQ% + ac coszg + ab 0052% = s?

c) a’sen2f3 +b? sen2a = 4A

s es el semiperimetro del triangulo y A su érea.

Solucion.

a)

- 1—
csen2§+bsen2% =c 62056 + b =5

—gcosﬁ+g—gcosyz%%—g—%(ccosﬁ—l—bcosv)

N0

be cos*S + ac cos2§ + abcos?] = beitLse 4 ach;S’g + abttesn

= 1(bc + ac + ab + becos o + ac cos f + ab cos )

y por el Teorema del coseno

=1 [bc+ac+ab+ F(0* +* —a?)+ 3@+ A =)+ L(a? + V? — PF)]

= 1[a® + b% + ¢* + 2ab + 2bc + 2ca] = [%(a+b+c)}2 = 5?
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)

a’sen 23 + b? sen2a = 2(a® sen 3 cos 3 + b* sen o cos )
por el Teorema del seno a sen 3 = b sen «, entonces
= 2a sen (3(acos [+ bcos a)

=2acsen 3 =2-2A =4A, Area = A = Lacsen .

2

14. Resolver los siguientes triangulos cuyos datos son

) a=2b=v3—-1yc=+v2
) ¢c=2V3, b=3V2y a=60°
) a=30° f=T5°yc=38

) a=7,b=8/3ya=30°
)
)

a

9} (=

SH

a=2 c=+2y [ =45°

e

f 1

1
SRV ARV S

y 7 =60

Solucion.

a) a=2,b=vV3-1y c=+2 (Caso I)

(V3-1)24+(v2)2-22 1 _ o
coS o VaV3-1) ——752>04—135
cos 3 = ) s () G E Y/ BN B =15°

42 To2v2

por tanto v = 30°

b) c¢=2V3,0=3V2 y a=060° (Caso II)
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a® = (2v/3)? + (3v/2)? — 12v/6 cos 60°
a =30 — 66~ 3.91

cos 3 = (BO-6V6)+12-18 () 343

24/30—6v6-2v/3

— 3~ 69.92° = ~ ~ 50.08°

c) a=30° B=T75°y c=8 (Caso III)

De inmediato v = 75°, a = ¢ e = gsendl’ ~ 13 57

sen -y sen75°
b=c28 — 8 como era de esperar pues se trata de un tridngulo
sen -y
isésceles.

d) a=7b=8/3 y a=30° (Caso 1V)
bsena = 83 - sen30° ~ 6.928 = a > bsena

como a < b => « es agudo, [ puede ser un angulo agudo u obtuso, de

6.928
7

sen 3 = se obtienen

B1 = 81.786° o B, = 98.214°, luego
v, = 68.214° y ¢; = 13

Yo = 51.786° y co = 11

e) andloga a b), los resultados son b= v/2, a =90° y v = 45° (el
tridngulo es rectdngulo).

f) (Caso II)

2 2
2 1 1 1 o
¢ —(m) +(m> — 255 cos60

c=" —= 3=105ya=15°
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15. Demuestre que si en todo tridngulo se verifica

cos3a+ cos 33 + cos 3y =1

un angulo debe ser ?ﬂ

Demostracién.

2cos3(a+ ) cos3(a— ) — (1 — cos3y) =
2cosd(m — ) cosd(a — ) —2sen?2 =0

—2sendy cosd(a — B) — 2sen?2 =0

—2sendy (cosi(a — B) + sendy) =0

—2sendy (cosd(a — B) — cos3(a+ ) =0

—2sendy (—2senda - sen(—2p3)) =0

3

—4 5671%7 sens a sen%ﬁ = ( de esta relacién

3. 3. 39 _
se deduce que 5y =moja=mo0o58="7

2

encuyocaso”y:?oa:%“oﬂ:%“

16. En todo triangulo demuestre que si

a* + b 4 = 2c%(a® + b?)

entonces 7 =45° o v =135°

148
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Demostracién.

at + bt + ¢t = 2c%a? + 2A2?

at + bt + ¢t — 2c2a? — 22 + 2a2h? = 2a%b?

(a® + b* — ¢*)? = 2a%b? pero por el Teorema del coseno
(2abcosv)? = 2a*V? <> cos®y =1

cosy = :l:\/L5 de donde v = 45° 0 v = 135°

17.  Si en un tridngulo se verifica que

sen®sY  bla+c)
sen%3 c(a+b)

entonces es isésceles.

Demostracién.

sen (3 — g) _ b(a+ c) . cos?  ba+c)
sen (3 —2)  cla+D) cosy  cla+b)

[\

[\

cos®2 (a+ c)? 1+ cosB  b*(a+c)?

= e =
cos*T  c2(a+b)? 1+cosf  c2(a+0b)?

por el teorema del coseno, se tiene:

2ac+a?+c2—b*  b*a+c)? (a+c)> =0 bla+c)?
20b+ 0?2+ a2 — 2 *(a+b)? (a+0)2—c2  cla+b)?

(a+c—b)la+c+b) bla+c)? ) .
(a+b—c)a+b+c) cla+b)? = clatc—b)a+b)?=
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bla+c)*(a+b—c)

c(a+ c)(a+ b)? — be(a +b)? = b(a+ ¢)*(a+ b) — be(a + ¢)? =
(a+c)(a+b)a(c—b) +bc((a+c)* — (a+b)?) =0 =
(a+c)(a+b)a(c—b)+bc(c—b)(b+c+2a)=0
(c=Db)a(a+c)(a+b) +be(b+c+2a)=0=c—-b=0=b=c

note que el otro término es siempre positio, luego el A es isésceles.

5.11. Ejercicios Propuestos
1. Demuestre que en todo triangulo se verifican:

a) (a*—b*—c?)sena cos B+ (a® — b* + *)sen  cosa =0

b) a?cos2B — b?cos2a = a® — b?
c) sen2( — sen2y = 2cosa sen(y— [3)
b2 _ 2 2 _ o2 a — b2
cos o + ; cos 3+ cosy =10
a

b sen2 vy + 2 sen 23 = 2bc sena
bccos a + accos 3+ 2abcos vy = a® + b?

3

QL
—_— —  — ~ — —

~=

2. Demuestre que si en un triangulo se verifica

cosa + cos 3+ 2cosy =2

entonces a es medio aritmético entre by ¢

3. Sien un triangulo se tiene que 7 = 60° demuestre que

1 1 3
+ —
a+c b+c a+b+c
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4. Si los lados de un tridngulo rectdangulo son 2(1 + senf) + cos y
2(1+4 cos 6) + sen 6 demuestre que la hipotenusa es 34 2(cos 6 + sen 0)

5. En un tridngulo demuestre que si

sen a sen( — ) = sen~y sen(a — f3)

entonces a2, b? y ¢ estan en P.A.

6. En un tridngulo dados: a> =2 b* —40*+2 =0 y 2sen2y =1
resuélvase el triangulo.

Respuesta.
a=45°  [=1125° c=vV2—-+2

7. En un tridangulo si a = 200; 25 = 45° y 2~ = 135°. Calctlese su érea.
Respuesta.

7071

8. Hallar el area de tridngulo cuyos lados son

b ¢ c a
_+_> _+_7
¢ a a

Respuesta.

a b c
Veteta



