Capitulo 3

Las Funciones Trigonométricas

3.1. El circulo trigonométrico

Vamos a suponer conocido el sistema cartesiano en lo que se refiere a conceptos funda-
mentales como son los de abscisa y ordenada de un punto, ubicacién de diferentes puntos
en el plano, algunas relaciones como por ejemplo, la distancia entre dos puntos dados.

Sean Pi(x1,11) y Po(x2,y2),

PGy,
/ ]( 1 1) La diStanCia P1P2 esta dada por:

- V(w2 =212 + (y2 — 11)?
@(xz’yz)

En un sistema cartesiano ortogonal (U, V'), definimos una circunferencia con centro
en el origen (0,0) y radio 1. Esta circunferencia, a la que se le acostumbra llamar circulo
trigonomeétrico, solo sirve de ayuda para comprender algunos conceptos, una vez definidas
las funciones trigonométricas.

B
/P () "u”se llama abscisa de P(u,v)

17 ,/[ 7v"se llama ordenada de P(u,v)

/
C A A Note que

0(0’0) 2 2

Vii Vi V(u,v):\/(u—0)2+(v—0)2:1:>u +v=1

A=(1,0), B=(0,1), C = (—1,0) y D= (0, —1)

D
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Tomaremos siempre el eje OU, como origen de angulos, asi

Es importante notar que un angulo x determina un tnico punto en la circunferencia
trigonométrica. Sin embargo dado P en la circunferencia trigonométrica hay muchos angu-
los que le corresponden: aquellos que difieren en un multiplo de 2.

3.2. Definiciones

En estas definiciones extenderemos el concepto de razon trigonométrica al de funcién
trigonomeétrica. Sea el circulo trigonométrico que se muestra en la figura.

P(u,)
1
X A(1,0)

NPA

Se define seno del angulo x, por el niimero real

senx = QP = ordenada de P = v

coseno del angulo z, por el nimero real

cosx = 0@ = abscisa de P = u

tangente del angulo z, al niimero real

cost  u’
cotangente del angulo x, al nimero real
cosx

u
cotgx = =—, v#0
senr v

secante del dangulo x, al nimero real

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.



Las Funciones Trigonométricas 29

secr = =—, u#0

costr u’

finalmente cosecante del angulo x, al nimero real

1 1

cosecr = = v#0

sent v’

Note que por estas definiciones, cada punto P(u,v) de la circunferencia trigonométrica
tiene coordenadas P(cosx, senx), esto es, hay una correspondencia biunivoca.
Sin embargo tal como hiciéramos ver anteriormente no hay correspondencia biunivoca

entre P(u,v) y el dngulo .

Para el caso de la tangente, a pesar que se definié en términos del seno y coseno, vamos
a dar la siguiente definicion geométrica equivalente:

Vﬂ

(32
c

A la recta AT, que tiene su inicio en el punto
A, se le acostumbra llamar eje de las tangentes. La
medida de AT (que es positiva) es la tangente de z,
y la medida de AR (que es negativa) es igual a la
tangente de a.

Para el resto de las funciones trigonométricas existen definiciones geométricas equiva-
lentes, pero no las mostraremos en este texto

Por 1ltimo es necesario ser riguroso con nuestras definiciones, para lo cual consideraremos
un circulo de radio cualquiera r(r # 1). Haremos ver a lo menos que senx y cosx, son
nuimeros reales que no dependen del tamano del radio:

p

N\4 |4

NI

OP=1,0A=1,0A=r (r#1)
Como A OQP ~ NOQ'P’

(,/?)/_()?)_ B B

- = =QP=v=sencz
o 0Q B
0P — 0P =0Q =u=cosx
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3.3. Propiedades

De las definiciones anteriores, se tiene que

—1<u<le -1<senzr<1<& [senz| <1, VreR

—1<v<l&e -1<cosx<1& Jeosz| <1, VreR

tomando los valores reciprocos, se obtiene

1
< -1V > 1<% |cosecx| > 1
senx senx
y que:
1 1
< -1V > 1< |secx| >1
COST COST

3.4. Signos

Segun el cuadrante donde cae el angulo = en cuestién , de las definiciones se tiene

Senx 'y cosecr  COST 'Yy SecT tgx 'y cotgx

ARYARYARS
SPASTAD

3.5. Periodicidad

Se dice que una funcién f(x) tiene periodo T, T € R si y s6lo si

fle+T) = f(x)

es mas si f(z) tiene periodo T', entonces también se cumple

f(x) = flx+kT), Vk € Z

Todas las funciones trigonométricas tienen periodo 27, luego

func = func (o +2km), k€ Z

en particular las funciones tangente y cotangente tienen periodo 7

tgx =tg(xr+km), ke Z

cotgx = cotg(x + km), k € Z

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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OBS.:

27 periodo de : senx, cosx, cosecx y secw.
7 periodo de: tgx y cotgx

3.6. Paridad

Se dice que una funcién f(x) es par si y sélo si
f(z) = f(—x) Yz € Dom f

y se dice que f(x) es impar, si y sélo si

f(=x)=—f(x), Vze& Domf

De la figura se tiene:

7 sent=QP=v y sen(—z)=QP =—v

D) Asi: sen(—z) = —senx , luego sen z es impar.

1
X\ 1 1410  cosx=0Q=u y cos(—x)=0Q=u

o) | U Asi cos(—z) = cosz , luego cosx es par

Plu) tg(—x) = sen(—) _ et —tgx , luego tgx es

cos(—x) cosx
impar.

Andlogamente, se prueba que cotgx y cosecx son impares y que secz es par.

3.7. Identidades fundamentales

Para cualquier P(u,v) de la circunferencia trigonométrica recordemos que:
u? +v2 =1, perou=cosx y v =senz, Vo € R, luego sen’z + cos’z =1
(Vz € R, merece una explicacién, por favor ver seccién 3.8).

De aqui se obtienen, 1 + tg*xr = sec’xr y que 1 + cotg?z = cosec®x, exceptuando aquellos
valores para los que la tg z, secx, cotgx y cosecx no estan definidas (ver siguiente seccién).

La otras identidades fundamentales provienen directamente de las definiciones.

3.8. Variacién de las funciones trigonométricas y sus
graficos

Recordando el concepto general de funcion, f : A — B, Ay B C R, los conjuntos
Dominio de f (Dom f) y Recorrido de f (Rec f) estan dados por:
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Domf={reA/Jye B:y= f(x)}

Recf={yeB/JzecA:y=f(x)}

Funcién seno

Como: —1 < senx < 1y el dngulo x puede tomar valores desde 0 hasta +o0o (radianes =
reales) afirmamos que: f(z) = senz, Vaz €R.

Domf=R y Recf=1[-1,1],

Y,
______________________ . sen0=0
f o seny =1
. 2
E ‘ z senm =0
2 i 2 | 3T __ 1
i COE T EEEERI R L SRS sen g = —
sen 2mr =0
Funcién impar de periodo 27
Funcién coseno
Como: —1 < cosx <1, Vz €R, f(z) =cosz
Domf=R y Recf=][-1,1]
Y
______________________ . cos0=1
-3 3n 1 T —
& n i : cos5 =0
! T E> ! X cosm=—1
: : 3r _
R & B R cos 5 = 0
cos2mt =1

Funcion par de periodo 27

Funcién tangente

™

ke Z.
5 M€

Segun su definiciéon geométrica (AT eje de las tangentes) se tiene que su recorrido son
todos los reales, asi

Para el dominio de la tangente es necesario que cosx # 0 es decir = # (2k + 1)

f(x) = tga, DomfZR—{x!xz(%Jrl)g, keZ y Recf = R.
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Funcién impar de periodo 7

Funcién cotangente

tg0=20
tgm/2 = +oo
tgm =0
tg%7r = +00
tg2m =0

En forma andloga que para el caso de la funcion tangente, obtenemos

f(z) =cotgz, Domf =R —{z|lx=kr, k€Z} Recf=R

Note que senx =0 x=kr, keZ

)
¥
¥

Funcién impar de periodo 7

Funcioén secante

cotg) = 00
cotg 5 =0
cotgm = oo

cotg 37” =0
cotg 2m = o0

f(z) = secx, Dom f =R —{z|z = 2k + 1)%, keZ}y Recf = (—o0,—1]U][l, +00)

Funcién par de periodo 27

sec0 =1

secz = +00
2

secm = —1
3
2+

sec 5 00

sec2mr =1

Trigonometria y geometria analitica
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Funcién cosecante
f(z) = cosecx; Domf =R —{z|x =km, k € Z} y Rec f = (—o0,—1] U [1,+00)
) ‘ ‘ cosec() = £00

cosecm/2 =1

cosecT = 00

3T 1
cosec — = —
2

Funcién impar de periodo 7 cosec2 T = +oo

3.9. Reduccion

Ahora veremos como las funciones trigonométricas de un angulo cualquiera, se pueden

Lo . o T

expresar en términos de un angulo positivo entre 0° y 1
. . p ™ .

Considerando siempre que « es un angulo agudo entre 0 y T tenemos 8 casos posibles:

Caso 1

(Siempre en un circulo de radio 1)

T
N}
\(p,q) sen(0 + a) = sen «
A

cos(0 + a) = cosa

tg(0+a) =tga

Para las otra funciones trigonométricas basta tomar los reciprocos, es més, son suficientes
tan solo sen « y cos . (jporque?)
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Caso 2

Caso 3

()

. Q

Caso 4

(p.q

™
SEN 5—@ = CoS

™
Ccos 5—06 = Ssenao

T
tg (5 — a) = cotg «

T
sen (5 + oz) = CcoS «

™
coSs <§ + a) = —Ssen«w

T
tg (5 + a> = —cotg o

sen(m — a) = sen«
cos(m —a) = —cos

tg(m — a) = —tga

Trigonometria y geometria analitica
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Caso 5
sen(m + a) = —sen «

cos(m+ o) = —cos «

tg(mr +a) =tga

Caso 6
(5-2)
sen| — —a )| = —cos«
2
:\Ot\%\ 3r )
2 cos | — —a | = —sena
7l 2
¢ <37T ) ¢
— —a| =cotga
(p.q g 2 J
Caso 7

Luis Zegarra A.
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Caso 8
sen(2m — a) = —sen «

cos(2m — a) = cos «

tg(2m — ) = —tga

SRR

((oX¢)]

Nota: Queremos hacer notar que las féormulas recién establecidas también son validas si

« es un angulo cualquiera, como lo justificaremos mas adelante.
Ejemplo.
. . 2 T
1. Calcular la expresion A, si sena=—-, 0<a< 5
_cotg(m+a) — tg(3 — ) + cos(—a)
~ sen(Z 4 a) + sec(2m — a) — tg(m — a)

2
2. Sitga = —3Ya € IV cuadrante, calcular el valor de:

sena+ cos(3 — a) + tg(5m + a
cosec(2m — a) + sen(% + )

Solucion.

_cotg(m+a) — tg(3F — ) + cos(—a)
~ sen(Z 4 a) + sec(2m — a) — tg(m — a)

3
2 A - cotga — cotga + cosa cos
~ cosa + seca — (—tga)  cosa + seca +tga
e 1
V5 = A= 3 = -
V5,3 .2 4
3 T BT

Trigonometria y geometria analitica
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2. Primero reducimos lo mas posible, la expresion A.

A sena — sena +tga tga
—cosec o + cos « —coseca + cos o

Si a € I'V cuadrante = tga < 0, coseca < 0y cosa > 0, por tanto tomando

en valor absoluto tga = —%, se tiene
V13
cosecow = ———
2
K ;
cos a« = ——, luego
< 2 Vi3 e
2
3 A -2 413
V13 3
—(=3) T 75 o7

3.10. Foérmulas de suma y diferencia de angulos

Vamos a demostrar que cos(a — ) = cosa cosf3 + sen a sen [3 para cualquier valor de los
angulos a y # y con ella demostraremos las demas.
Para esto, sean las figuras que se indican a continuacién (circulos de radio 1)

yA ! yu
«

1\

los tridngulos OPQ y O'P'Q’ son congruentes.

Coordenadas de P, P, Q y @' son:

P(cosB, senf3), P'(1,0),Q(cos a, sen ) y Q' (cos(a — [3), sen(a — [3)).

Los lados QP y Q'P’ son iguales como también sus cuadrados, asi

(Q'P)* = (QP)’

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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(cos(a — ) —1)? + (sen(a — 3))* = (cos a — cos 3)? + (sen a — sen 3)?
cos®(a — ) — 2cos(a — B) + 1 + sen*(a — B) =

cos*a — 2 cos a cos 3 + cos?3 + sen’a — 2sen « sen 3 + sen?3

de donde simplificando se obtiene

cos(a — B) = cos o cos B + sena sen 3 (1)

haciendo 8 = —v, se obtiene
cos(a + ) = cos o cos(—v) + sen a sen(—7)

cos(a+ ) = cosa cosy — sen v seny (2)

Por las férmulas de reduccion, se tiene:
sen(a— B) = cos(% — (a = B)), V @, 8
sen(a — ) = cos[(5 — a) + 3] aplicando (2)

sen(a — () = cos(§ — a)cosfB — sen(§ — a) sen3, de donde

sen(a — ) = sen«a cos § — cos o sen 3 (3)
haciendo = —v, se demuestra
sen(a + ) = sena cosy + cos a seny (4)

ahora demostraremos que

tga+tg B
tg(a+5)=—1_tgatgﬁ

sen(a+ 3 sen« cos 3+ cos o sen 3
tyla+ ) = SO D)

cos(a+3)  cosa cos f— sena sen 3
dividiendo el numerador y denominador de la fracciéon por cosa cos 3 se obtiene lo re-
querido, es decir:

tga+1tgp3
tg(oz+ﬁ)=—1_tgmgﬂ (5)
analogamente se demuestra
tga—tg 3
tgla—pB) = ———— 6
g9(a—p3) T (6)
cotga cotg B — 1
t = 7
cotg(a + ) cotg 3 + cotg a 0
t t 1
cOtg<oé_ﬁ):cogozcogﬂ+ (8)

cotg B — cotg a

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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3.11. Foérmulas del angulo doble
Vamos establecer, apoyandonos en las formulas anteriores que:

sen2a = 2sen o cos o

cos2a = 1 — 2sen? o

2 2
cos2a = cos“o — sen‘w
< cos2a = 2cos’a — 1

Por férmula (4), se tiene

sen(a + «) = sen a cos o + cos o sen o luego

sen 2c = 2sen o cos « 9)
como también
cos 20 = cos*a — sen’a (10)
Y 2tg
tg2a = T—tia (11)

3.12. Foérmulas del angulo triple
Andlogamente, haciendo 7 = 2a¢ en (4) se obtiene:

sendo = sen o cos 2a + sen 2« cos «

senda = sen ol — 2sen® o) + 2sen a1 — sen’a)
sen3a = 3sena — dsen’a (12)
como también
cos3a = 4cos’a — 3cos (13)
3tga — tgda
tg3a = ———— 14
goa 1 — 3tg*a (14)

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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3.13. Foérmulas del angulo medio

Haciendo (= % en las identidades
cos2B=1—2sen?> 3 v cos23 = 2cos*3 —1

y cosa = 2c05%% —

cosa = 1 — 2sen?2 5

2

de donde:

1 —
sen— =/ — cosa (15)
1
cos— _ / —|— coso (16)
1 — cosa
lg— =&/ ——— 17
g 1+ cosa ( )

Haciendo un comentario de estas férmulas, notemos que para:

o) /1 — cosa
N eltiand
sens 5

—1<cosa<l<— —1<—cosa<1

COo1mo:

1 —
<:>0§1—cosa§2<:>0§$<1

«
o sea que la cantidad subradical siempre es positiva. Utilice (+) para cuando 5 caeen elly

1
IT cuadrantes y (-) para cuando % cae en ITI y IV cuadrantes para: coso = £4/ 1tcosa ;OS a,

1
analogamente 0 < w < 1, tsese (+) para cuando % cae en I y IV cuadrantes y (-)

para cuando % cae en II y III cuadrantes.

; a n /1 —cosa
g 2 1+ cosa
notemos que primero estan prohibidos los angulo «;, tales que 1 4+ cosa = 0 <= cosa =

<= a=2k+1)m k€l = % = k7r+g que es el caso en que tg% no esta definida.

En tanto para:

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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. . « « . .
Finalmente notemos que los signos de seng y 0085 no dependen entre si, mientras
«Q . «Q o
que el de th depende de qué signo tomemos para sen§ y 0035 pues como sabemos
Q
sen
tg— =
2 cos2
2
Ejemplo.
«
Sia = 260° = 180° 4+ 80° = 5 = 90° 4 40°

a
— es un angulo del II cuadrante, asi

a n 1 — c0s260° a 1 4+ cos260°
sen2— \/ 5 , 0052— \/ 5 y
Q 1 — cos260°
tg= = — | ———
2 1 + cos260°
3.14. Formulas de Prostaféresis

Productos en sumas

A partir de,
sen(a+ ) = sena cos  + senf3 cos « (1)
sen(a — ) = sena cos B — sen 3 cos « (II)
cos(a + 3) = cos a cos B — sena sen 3 (III)
cos(a — 3) = cos v cos 3 + sena sen 3 (IV)

Sumando: (I y II) y (IIT y IV), se obtienen

sen o cos ff = %[sen(a + ) + sen(a — )] (18)
cos a cos f = %[cos(a + ) + cos(a — ()] (19)

Restando: (I'y II) y (IIT y IV), se tienen

cosa sen 3 = %[sen(a + ) — sen(a — )] (20)

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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sena sen [f = —%[cos(a + 3) — cos(a — B)] (21)

Sumas en productos

Si en estas tultimas, hacemos

Ztgzg }:a:u;vyﬁ:u;v
se obtienen:
senu + senv = 2 senugv cos— ; ! (22)
senu — senv = 2 COSU;—U sen— ; ! (23)
cos U + cosv = 2 cosugv cos— ; ! (24)
cosu — cosv = —2 senu—gv sen— ; ! (25)

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.
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3.15. Ejercicios Resueltos

1. Reducir las siguientes expresiones en términos del angulo a.

d
cos(a — 270°), cosec(m — ), sen <77T + 204)

tg(1200° — ), cotg(—90° — «) y cos(630° — «)

Solucién.
cos(a —270°) = cos(270° — o) = —sena
cosec(m —a) = coseca
sen (%’r + 204) = cos2a = cos*a — sena

tg(1200° — o) = tg(7-180° — (60° + ) = —tg(60° + «)

g0 +tga V3+tga
1 —1g60° tg o \/§tgoz—1

cotg(—90° — a) = —cotg(90° + ) (cotgar es una funcién impar)

= —(—lga) =lga

cos(630° — ) = cos(7-90° — a) = —sen«

2. Si a € IV cuadrante y sena = —% calcule el valor de

A= \/58671% —i—tg%

Solucion.

a € IV cuadrante = § € II cuadrante por tanto seng > 0y tg5 < 0, como:

Trigonometria y geometria analitica
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he
|H

2
o l—cosa __ 1_23 _
sy =\ 2 TV 72 T
a l—cosa _ 1
th - \/ 1+cosa — 7,lueg0

3. Demostrar que

cos(420° + ) + cos(60° — a) = sen(90° — «)

Demostracion.

c0s(420° + ) + cos(60° — «) = cos(360° + (60° + «)) + cos(60° — «)
= cos(60° + a) 4 cos(60° — a) aplicando férmula 3.15 - 24
= 2 ¢0s60 cosa =2 - 3 cos a = sen(90° — )
4. Determine los valores de
i) sen(270° + §) si sena = 0,6

ii) tga i cosoc:—\/Tg

Solucion.

i) Si sena =0,6 = g = « € [ o II cuadrantes en ambos casos 5 € I cuadrante

por tanto cosg > 0, luego

sen (270° + %) = —cos% (por 3.9 caso7)

- 1+cosa . H‘% — __3
2 V 2 V10
ii) Si cosa = —¥3

= —%* = « € I o III cuadrantes, por tanto tga < o tga > 0,
asi tgaw = i\/ig
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5. Desde un punto A de un plano a nivel, el angulo de elevacién de una cometa es
« y su direccion, sur; y desde un lugar, B, que estd "¢’ m. al sur de A sobre el
plano, la cometa se ve hacia el norte con un angulo de elevacion . Demuestre que
la distancia de la cometa a A y su altura sobre el plano son:

csen 3 csena sen 3
sen(a + [3) sen(a + [3)
respectivamente.
Solucion.
x4+ y = h(cotga + cotg 3)
x = h cotg }
= h cot cos
) y=heetod c=h (22 + 22)
e X He—))—>i
< C >
= h = % por otra parte sena = %
_h __ csenf
=d= sena  sen(a+f)
- 44+ /3
6. Si cotga = cotg 3 = , demuestre que
g N R 9p 7 q
44

i) cosec’a + cosec? s = 3
ii) 3cotg(a — ) =8

Solucion.

i) Note que

de aqui

4 1

cotg o = 73

cotgﬂz%—i—l

Trigonometria y geometria analitica
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cotga + cotg B = \%
cotg B — cotga = 2

— 2(cotg*a + cotg’f) =4+ &

cosec’a — 1 + cosec’3 —1 =2+ %

cosec?ar + cosec®f = 4

16
3

i) 3cotg(ar — ) = 3 cdgaclafil _ 34 — 8
7. Demostrar las siguientes identidades
a) sen(75° — a) cosecTh® — cos(75° — a)secTh® = —4 sen «

sen(45° — a) — sen(45° + «)

b 45° tgae = 0
) cos(60° + a) + cos(60° — ) sce 9a
T 3T 4

st (Tra) it (o )=

¢) 2+tg 4—|—a Tl (e 4 1 — sen2«

2 (T 9>_ 2<Z_§>:4

d) tg <4 + 5 tg 17 tga seca
sen3f + senf

€)

=2cotgf(1 — 0
1+ 2cosl + cos2 6 cotg 0 cos )

@ @ o a dtga
tg5 cotg 3 (1935 — 315 ) = — L0
f) cotg colg3 (1933 95 o
3
g) sen80° send0°® sen20° = %

h) tgl5° + tgdb° +tg75° = 5
) tg20° + tg40° + v/3t¢20° tg40° = tg20° tg40° tg80° = /3

i)
) senba  cosba

J =2

sen2o  cos 2«

Solucion.
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sen(75° — a))cosecTh® — cos(75° — a)secTh® =
{sen 75° cos a — cos 75° sen a'} cosecTh®

—[cos T5° cos a + sen 75° sen a|secT5°

_ _ cosT75° _ __ senT75°

= COS ¥ sen 750 Sen & COS c0s 750 Sen «

— —sena c0s275°+sen?75°

- sen 75° cos 75°

— . 2 __ __ 2sena __ __

= TSN QA o osThe . sen150° 4sena

b)

sen(45° —a)—sen(45°+a) . B
c0s(60°4a)+cos(60° —a) + sec4b tg o =

aplicando las férmulas de prostaféresis, se tiene:

2 cos4b® sen(—a) Vg =0
2 cos 60° cosa

c)
2+t* (2 + ) +tg? (a—2)
o 2+ tg4+tga tga tg 2
- 1-tg5tga Tt+tgatg3T

2
_ 1+tga )\~ _ 2(142tg a+tg2a)
=2+2 <1—tga> =2+ 1-2tg a+tg? o

_ 2—4tga+2tg? a+2+4tga+2tg o
- sec2a—2tg a

_ 4sec’a _ 4 _ 4
T sec?2a—2tga ~ 1-2tgaccos?a = l—sen2a

aplicando las formulas: 3.15 — 18 y 20 se tiene
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[% (sen%-‘,—sen a)]2— [% (seng—&-sen(—a))]z

L(cosT+cosa ?
2 2

__ 14+2sena+sen? a—14+2sena—sena __ 4seno 1
- cos? o T cosa  cosa
=4tga - seca
€)
sen360+senf 2 sen26 cos 6

14+2cos0+cos26 ~  1+2cos 04cos?0—sen?0

_ 2sen20cosf __ 2senf cosf
T 2c0s0(14cosf) — 1+cosf

— 2Zsenfeosblzcosl) _ 90otgH(1 — cos b)

sen26

cotg 5 cotg 370‘ (tg 35 — 3tg%) = cotg 5 — 3cotg 37“

3 a_ 3 o
sen2a0052 36082(186712
a 3
sen P) sen2a

% [sen 2a+sen o] —3- % [sen2a—sen a)

- % [cos 2a—cos

__ 4sena—2sen2a __ 4sena (1—cos a)
T l+4cosa—2cos?a ~  cosa (1—2cosa+tseca)
o (1—cos a) _ tg o
=4 tg Oz(lfcos a)(2+seca) T T seca+2
9)
sen 80° sen40° sen 20° = —1[cos 120° — cos 40°]sen20°
_ 1 1 o o__1 o 1 o o
=—3 [—5 — cos 40 ] sen20° = ; sen 20° + 5 cos40° sen20
1 20° 4+ 1.1 o _ o] — V3
= 75en20° + 5 - 5[sen 60° — sen20°] = %
h)

tg15° + tg 45° + tg T5° = tgl5° + tg 75° + 1

_ senl5° cos 75°+sen 75° cos 15° +1= sen(75°+15°) +1
cos15° cos 75° 1[cos 90°+cos 60°]

—_2 —
—(0+%)+1—5
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tg20° + tg40° + \/3tg 20° tg 40°
__ sen20° cos 40°+sen 40° cos 20° sen 20° sen 40°
- c0s20° cos40° + \/g c0520° cos 40°
__ 5en60°+v/3 sen 20° sen40° __ \/§ [1—(cos60°—cos 20°)]
- %[cos 60°+cos 20°] - cos 60°+-cos 20°
= \/3, por otra parte.

o o o __ sen?20° sen40° sen 80°
tg 20 tg 40 tggo " c0520° cos40° cos 80°
. 7%(cos 60°—cos(—20°)) sen 80° 7%sen 80°+sen 80° cos 20°
o %(cos 60°+cos(—20°)) cos80° %cosSOD—&—cos 80° cos 20°
. —% sen 80°+%(sen 100°+sen 60°)
o % cos 80°+%(cos 100°+cos 60°)
pero sen 80° = sen(180° — 80°) = sen 100°

cos 80° = —cos(180° — 80°) = —cos 100°, por tanto

V3
=+ =V3
2
7)

senba _ cosba __ senba cos2a—sen 2a cosba
sen 2a cos2a sen 2a cos 2a
_ sen(6a—2a) __ 2
S

3 senda

8. En la cuspide de un edificio se encuentra una antena de [ m. si desde un pun-

to A situado en un plano horizontal, el angulo de elevacion del edificio es a y
la antena subtiende un angulo § desde el mismo punto. Demuestre que la altura
del edificio es [ sena cosec cos(a + ) y que la distancia desde A a la base es

[ cos a cosec 3 cos(a + [3)

Solucién.
tga = b
[ y I+h
tgla+ B) = =+
h de aqui se obtiene
(0
A:: X > h = ttga

tg(a+pB)—tg o
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9.

10.

11.

h = lseno _ l sen o cos(a+)
5[36"(0“"5) _ Sena] sen(a+0) cos a—cos(a+3)sen o
cos(a+B) cosa

h— % =1 sen a cosec (3 cos(a + 3)

as{ también x = hcotg o = x = [ cos a cosec 3 cos(a+ [3)

Si tg B = tg 2, demuestre que tg(a — ) +tga =0

Demostracion.

. _ tga—tgB __ tga—tg22a
tg(a ﬂ) T 1-tgatgB ~ 1-tgatg2a

= —_tfft;fa =—tga = tg(a— () +tga =0

Demostrar que

cotga — 8cotg Sa =tga + 2tg2a + 4tg 4o

Demostracion.

cotg?a—1
2cotg o

Previamente note que, como cotg 2a0 = = % cotga — %tg aydeaqui: tga =

cotg o — 2 cotg 2, entonces
tga+2tg2a+ 4tgda = cotga — 2cotg 2a + 2(cotg 2a — 2cotg 4a)+

+4(cotg 4o — 2 cotg 8a)) = cotg a — 8 cotg 8a.
) 7 Q 5 .
Demuestre que si sena = R entonces el valor de 32 0035 cosia es —7 o bien 11.

Demostracion.

Si sena = 4 entonces a € I o bien a € II cuadrantes, por tanto si a € I =
cosa = % y como 32cos § cosg a=32- % [cos 3a + cos a
= 16[4 cos® a — 3cosa + 2 cos*a — 1] =16 - (—15) = —

sia €Il = cosa = —% — 32003% cosga =11
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12. Si 3 sen(a + ) + cos(a — ) = 0, demuéstrese que
T T
2 cot <__ )Zt <__ )
cotg { 7 I} Aot

Demostracion.

Como de la hipétesis, se puede expresar 2(sen(a + ) + cos(a — 3)) = cos(a — 3) —
sen(a + ) y aplicando las férmulas de prostaféresis, se obtiene:

4sen( —i—ﬁ) cos( +oz):2cos(§+ﬁ) sen(%—a)

«

a)); cos (=% + ) = cos (5 — «)

sen( -
2 ( +ﬂ) " cos

CcoSs

+6) sen(
(

jus
4

Jus
4

Mﬁ M::

2t9 (5 +0) =tg (5 —a) perocotg (5 - (§+8)) =tg (5 +5)

asi 2 cotg (% — B) =tg (% — a)

u
13. Si 2cos— = senv demuestre que

u+v u—v o [T —v
cotg 1 cotg 1 = cotg 1

Demostracion.

- cose COS% % [cos;—” + cos%}
cotg “=0 = =
4 sen"—“ sen“7t —% [cos% — cos%}

u+v

cotg ==

cosy + cosy u
= —= < pero 20035 = seny <

U cogl
Cosy — €08y

<= 2cos § =2 seng cosy, por tanto

cos? (14 sen¥) _ L+cos (Z -
2 5

cos< (1 - sen%) "1 —cos ( -

[SSHI SIS
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14. Demuestre que eliminando 6 entre las ecuaciones

z = 2 senf + 2sen 360

y = 4c0s30 + 2 cos 30

se obtiene: A%2 = 72(v/A +2y), A = 9% + 4y?

Demostracion.

y = cos 30 + 3 cost + 2 cos 30

A
y = 3cost + 3 cos 30 -\/_ 3x
5 = senf + sen 30 <= § = 2 sen 20 cos 0 N 0
%: cos B 4 cos 30 <— % = 2c0s 26 cos b
A =922 + 49?
I = sen20 2 2
zz?zzea = cos 20 } T6cos%0 + 3630520 =1

922 + 4y* = 144 cos?0
pero cos?0 = 1 + = 9x? + dy? = 72 + — 24

\/ 972 +4y2

de aqui: A% = 72(v/A + 2y); con A = 922 + 4g%.

15. Resolver, considerando 0 < z < 27, las siguientes ecuaciones:

a) cosx — sen2x = cos 3x — sendx

1 b}
b) 2sendx senx = — sen3x — 2 cos? 2 +1

/3 2

¢) cosecx + cosechr =0
3
d) tgx+tg(z—:v>+tg —W+x =3
4 4
e) cos*2x +3sen2x —3 =0

jy o5 —x) —cos (% +a) V2 () =0

sen (2?” —l—x) — sen (? —x)

Trigonometria y geometria analitica Luis Zegarra A.



Las Funciones Trigonométricas 54

™

g) cos <2m + g) = cos <6x - Z>

h) sen (295 + g) cos (% — :L‘) = cos (23: + g) sen (% — a:)

Solucion.

sendx — sen 2x = coS3x — cos T
2 cos3x senx = —2 sen2x senx
senx(cos 3z + sen2x) =0 de aqui

senx =0 o cos3x+sen2x =0

)

r=0,z=m o x=27
cos 3x + sen2x = 0 <= 4 cos*x — 3 cosx + 2senx cosx = 0

<= cosx(4cos’r —3+2senz) =0

003$:O<:>x:§,x:37” o bien

1+v5
1

dsen?r —2sensr — 1 =0<= senx =

senx:%gﬁx:&lo, r = 126°

senx = %g — v = 198°, © = 342°

Vamos a justificar, los resultados anteriores. Previo calcularemos senl8°, sea
o =18°

S5a=90° <= 3a=90° - 2q < cos3a = sen 2«

4cosPa — 3cosa = 2 sena cos a, dividiendo por cos a # 0
4sen’a+2sena —1 =0 = sena = *11“/5, de aqui
sen 18° = %5, ahora

senb4° = cos36° =1 — 2sen?18°;, cos20 =1 — 2sen?0

sen54° =1 —2 <_1j:*/5>2 — 1+4\/5
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b)
2sendx sent = = sen3x — 2cos® & + 1
V3 2
1 _ 1 _ 5z
2 5[cos 5z cos3x]f\/§sen3x cos2 (%)
_ 1 _
—cos5x+0033x—Tgsen3x—cos5w:>tg3x—\/g
-z — 4rm — Ir — 10 - 13
r=5,r=%3,r=49,r=3,=3T
yx:19—67r
c)
cosecx + cosechHhr = 0 <= sendr + senx = ()
2sendx - cos2x =0 <= sendx =00 cos2x =0
— — T. o 27 — 4m — o7
send3r =0<—=c =35, =5, =7, =73
note que x = 0, 7y 27 no son soluciones de la ecuacién dada.
_ _m _ 3 . _ 51 . _Tn
cos2c =0<= =%, v=, =2, =
d)

tgx—l—tg(%—x)—l—tg(%f—i—x) =3

1-tgx —lttgz __
tgx + 1+tgx + 1+tge 3

tgr +tg’r +1—tgx — 1 +tgae = 3 + 3tga
tg?r —2tgr —3=0=tgx =3 otge = —1

note que tgx = —1 no es solucién de la ecuacion,en tanto que: tgxr = 3 <
r~1.249, x ~ 4.39 (radianes).

)

cos?2x +3sen2r —3 =0
1 —sen?2x +3sen2x —3 =0 < sen?2x —3sen2x+2 =10
<= sen2x = 2 que no da solucién o bien

sen2x:1:>x:§ox:
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f)
BTy VB (e =0
%—i—ﬁsenx:O@—ﬁ%—ﬁsenx:O
senr=1<=ux=7

9)
cos (2x 4+ F) = cos (6z — T) <= cos 2z + T) — cos (6z — F) =0
—2sen 4x sen (T —2z) =0
sendr=0=2=0,r="0=2, 0= z=r,
r=2 =3 p=Tyr=2n
osen(F—21)=0=uao=% 0= 0=yr="2"

h)

sen (2z+ %) cos (2 —x) =cos 2z + %) sen (Z — ) <>

T\ T S i
tg(2x+3)—tg(6 x)=>3x—k7r & kel
(o m o _ bt . _ 1 .. _ 17T . _ 23
deaqui: z=—75, =195, © =3, T =T, T =17
_29_ . _ 3
T =T, T =037

otra forma de resolver la ecuacién es

T _

sen (2x—i—§) cos (%—x) — cos (2x+§) sen(6 x) =0

<:>sen(2x+§— (%—x)) :0<:>sen(3x+%) =0
relacion que entrega las mismas soluciones.
16. Si a + B+ v = 7w, demuestre:

a) cos*a + cos?3 + cos*y + 2 cos o cos 3 cosy =1

b) cosa+cosff—cosy+1= 4005% cos5 sen%

c) sen2a+ sen23 + sen2y = 4 sena sen [3 seny
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cos*y + cos(a + 3) cos(a — )

d = —cot t
) sen?y + sen(a + () sen(a — f3) corg A ot
e) cos> — cosé + cosL = 4 cos™ e cosT— b cos” alt]
2 2 2 4 4 4
1 sena + sen 3+ cosvy + 1 o (T 16} ra
=cotg | —— = | cotg—
sena — sen 3 — cosy + 1 I\4 72 95
Demostracion.
a)
a+pf=m—v< cos(a+ ) = —cosvy
cosa cos 3 — sena sen 3 = —cosy
cos a cos B+ cosy = sen« sen 3
cos’a cos® 3+ 2 cosy cos 3 cosy + cos® vy = sen® a sen? 3
cos*a cos? 3 + 2 cos a cos 3 cosy + cos?y = (1 — cos*a)(1 — cos?3)
cos*a + cos?3 + cos*y + 2 cos a cos 3 cosy = 1
b)
cosa+cosfB+1—cosy= 2003a+’6 cosa—;’g + 2 sen®
pero cosiﬁ = cos (g — %) = sens, asi

2seny (cos a=B 4 senl )

= 2sens (cos% + coso‘T’Lﬂ)

8

J
B sen

= 256711 200582 cos 2 = 4 cos2 cos 5

2 2 2

sen2a + sen 23 + sen 2y = 2 sen(a + () cos(a — B) + 2 seny cos~y

pero : sen(a+ ) = sen(m — y) = sen~y
y cos(a + ) = cos(m — ) = —cosy, asi

= 2seny(cos(a — ) — cos(a + 3))

2 seny(—2sena sen(—[3)) = 4dsen a sen 3 sen~y

Trigonometria y geometria analitica

Luis Zegarra A.



Las Funciones Trigonométricas 58

d)

cos?y+cos(a+3) cos(a—p3)

_ cos?y+cos(m—y) cos(a—p3)

sen?y+sen(a+3) sen(a—B) ~

_ cosvy(cosy—cos(a—p3))
 senvy(seny+sen(a—03)) per

—cos y(cos(a+B)+cos(a—p0)) —
seny(sen(a+B)+sen(a—p))

—cotg a cotg vy

— a 8 ol
COS 5 — COS5 + COS5
sen a+sen f+14cosy QSenLJQFﬂ cosD‘Tfﬂ+2 cos?

sen2y+sen(m—y) sen(a—0)

cosy = —cos(a + f3)

© seny = sen(a + 3)

2 cos a cos 3
COtg 72 sen a cos B

cos (32)] eos (477)

sena—sen 3+1—cosy

cos3 (COSaTiﬂ—‘rCOSl)

«
2 cos ==

2 o2

+5 sen % +2 sen?

2 ol 2

- sen% (seno‘gBJrsen%) - COtQQ a 5+cos°‘2ﬁ

B8 T _ a+pB T_ B T«
o y 0575 +COS(§fT) . 5 2005(275)005(275)
~ O s T () T 2 () ()
_ Y s B
= cotg? cotg (Z — 5)

17. Si a+ B+ v = 7 demuestre que
sen sen 3 seny
=2gat t
cos 3 cosy  cosa cosy  cosa cos 3 gotgBtgy
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Demostracion.

sen « + sen 3 + seny __ sena cosa+tsen 3 cos 3+seny cosy
cos 3 cosy oS o cos 7y cosacosf3 cos a cos B cosy

1
z(sen2a + sen 23 + sen 2
— 3 g il pero por ejercicio (3.15 - 16 ¢)

cos a cos 3 cosy)

%'4sena sen (3 seny
= =2tgatgftgy.
cos a cos 3 cosy

2 T
18. Si —————— = cos 2 demostrar que un valor de « — o de a4 [ es —.
tga + cotg 4
Demostracion.
2
———— = c0s2
ey e 020

= 2sena cosa = cos 23 <= sen2a — cos23 =0
sen?a—sen(%—Zﬁ)zO

2cos(§+oz—ﬂ)sen (oz+ﬁ—§):0<:>
cos(3+a-0)=0=24+a—-f=2=a—-03=1

osen(oz—i—ﬁ—%):0:>a+5_%:():>a+6:%

19. Sitg(a+60) =2tg(a — 6) demuestre que

3sen 20 = sen2a

Demostracion.
sen(a+60) _ o sen(a—0)
cos(a+6) — < cos(a—0)

sen(a + 0) cos(a — 0) = 2 sen(a — ) cos(a + 0)
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1 [sen2a + sen 26] = sen 2 + sen(—26)
sen 2 + sen 20 = 2 sen 2o — 2 sen 260

3sen 20 = sen 2.

cos a — cos Q@
g demuestre que un valor de tg J es tg — cotgé; ay

20. Si =
Loy 1 —cosa cos 3 2 2 2
dados
Demostracion.

Notese que

l—cosy __ 1—cosa cos B—cos a+cos 3
14+cosy ~  1—cosa cos B3+cos a—cos 3
1—cosy __ (1—cosa)(1l4-cosf3)
1+cosy = (1+cosa)(l—cos3)
2y _ l-cosy 27 _ 420, 28 1 i
como tg°y = T = lg7y =g~ - cotg®3 de aqui se deduce lo pedido.

21. Si o+ 8 = m demuestre que

cos’a + cos’3 =2 (1 — sena sen 3)

Demostracion.
a+f=nm<=a=1— <= cosa=—cos[3
cos o+ cos 3 = 0 <= cos’a + cos® 3 = —2cos a cos 3

cos’a + cos’3 = =2 - $[cos(a+ B) + cos(a — )] pero a+f=m
cos*a + cos’3 = —(—1+ cos a cos 3 + sen a sen [3)

cos® o + cos? B+ cosa cos 3 =1 — sen o sen 3

pero cos v cos 3 = —3(cos’a + cos®3), luego

cos’a + cos*3 — (cos*a + cos*3) =1 — sena sen 3

de aqui cos?a + cos?3 = 2(1 — sen a sen [3).
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22. Elimine 8 entre las ecuaciones
asec —xtgh =y

bsecl +ytgl =x

Solucion.

Resolviendo el sistema para secf y tg 6, se obtienen:

22 4y?
ay+bxr

ar—by
ay+bx

secl = si tgfh =

2

2 20 _ 1 _ (@*+y?)? (az—by)
sec’) —tg*0 =1 = (awzx)g — (aerbg)Q —

(ay 4+ bx)* + (ax — by)* = (22 + )2 <= a®> + V> = 2? + ¢*

23. Demostrar

1 1

= secl 0 — 20
cotg + cotg3 0 + tgf +tg360 seel cosee sen

Demostracion.

1 + 1 _ tg%0 + cotg®0
cotg O+cotg>0 tg0+tg30 ~—  sec0 cosec?0
_ sen04-cost® _ (sen?60+4cos?0)?—2 sen?6 cos? 0
~ senfcosf sen 6 cos 6

=_—— —2senb cosl = secH cosecd — sen 20
sen 6 cos 0

24. Sia+ G+ =my cosb(sen 3+ senvy) = sena demuestre que

0 B,
tg* = =tg = tg—
95 =t95 9y, by #w

Demostracion.
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cosB(sen f + senvy) = sen«

B+ B=y _ Lo __m _ (BHy
cos 2sen=" cos=t = sena; § =7 (—2 )
cos O 2003% cos@ =2 sen% cos%
8 ol B 2] — T _ (B2 — Bty
cos [0052 cosy + sensg senQ} = sen (2 ( 5 )) = 08
8 o4 B 2] — 8 7 _ B ol
cos [0032 cos3 + seng senQ} = cos5 cosT — seny seng

de aqui (1 — cos0) (cosg cosl) = (1 + cosb) (seng senl) =

8 ol
l—cosf __ Se€ng seny — 20 _ B 142
1+cosf ~— cosg cos3 tg 2 tg 2 th
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3.16. Ejercicios Propuestos

1. Reducir las siguientes expresiones en términos del angulo a.

sen? (Z 4 a) . " — sen 3 _ a cosec | a — £l
5 ; g\ m™ 9 9 2
cos (Z - (a - Z)) ; cosec(1200° + «)

Respuesta.

2

2 . . . _
cosa; tg(cosa); seca; —cosa P =

2. Demuestre que

1) tg(180° + a) — cotg(—a) — cotg(270° — o) = cotg «
c0s(90° — ) tg(180° + «v) cos(720° — )

i) cotg(270° — ) sen(180° + «) tg(90° + «) - oena

7
3. 51630° < a< 720y tga= o1 calcular

i) sen o + cos « ii) cotg 2

Respuesta.
17, 521
257 336

4. Sia = 3677. Hallar el valor de

A= 4sen2% —2tg*a + sec? 3a — 3 cotg2g

Respuesta.
-3

1
5. Sisenf = —3 encuentre el valor de tg @

Respuesta.

1
+
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)
6. Sia+ (= Zﬁ’ demuestre que

2
1+tga)1+tgfB)

7. Demostrar las siguientes identidades

a) \/Q—I— \/2+ V2+2cos80 =2cost
b) tg(15° — ) cotg 15° + cotg(75° + ) - tg7h° = 2tg75° cotg(a + 75°)
cosec(45° — a) 4 cosec(45° + «) 1

= — 2 2) cot
sec(30° + a)) — sec(30° — «) V2 (sec2a+2)colga

2T cosec o 2
d) 3 t <—— > 2 cotg? | — =12 —=——
) 3+ cotg? 5@ + 2 cotg 3 + ieotga—1

) cos 30 — cos 6
2 sen 6 + sen 20
/

= 2cotgf(cost — 1)

30 4 sen
2 1—2cotg>0(1 + cosf)
g) 2sen70° — 8 cos 10° cos 50° cos 80° =1

) 3t9— —tg—
)

h) cos10° — V3 c0s20° + c0s50° = 0
)

coS 3a sen 3«

1 = 2 cotg 2«

sen o coS «

. cos3u — sen 3«

J) =1—2sen2a
coS o + sen«

Nota: Para demostrar todas estas identidades, ver en forma casi homoéloga las iden-
tidades resueltas de (3.15 - 7).

8. Una torre BC' de 80m. se encuentra sobre una cima AB de 20m. en la punta de
la torre hay una antena C'D de 25m., si desde un punto E situado en un plano

horizontal la antena y la altura AB subtienden el mismo angulo. Calcule la distancia
EB desde E a la base de la torre.

(Note que A, B,C'y D estan sobre la misma vertical, los puntos F y A en el mismo
plano).

Respuesta.
224.5m.

9. Si cos2a + cos 23 sen?3 = 0 demuestre que

tg(a+ B) —tgla— ) =4 tg 0 sec2p.
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10. Si 3tga = tg(a + () demuestre que

sen(2a+ ) = 2sen 8

1
11. Si cosa = R y sen 3 = 2 [ € primer cuadrante. Calcule los posibles valores de A

A = sen(a — 20) + sen(a + 203)

Respuesta.
A =408

12. Si sen a = cos a cos f demuestre que

sec 3

tg(oz+ﬁ)—tgﬁ:m

13. Si cos(a+ ) 4 cos(a — ) = 2 cos 6§ demuestre que

0 — «
2

0+
cothé = cotg a cotg

2 2
14. Elimine « entre las ecuaciones

r+y=3—cos3du

r—y=4sen2a; wzey>0

Respuesta.
VT4 /Yy =2
15. Eliminese 6 entre las ecuaciones

xsent —ycost =c

cos®0  sen?0 1
+ b2 _ . c = /.172 +y2

a?

Respuesta.

a?z? + b2 = a2b?
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a c
16. Sicosa = ——, cos 3 = —— y cosy = —— demuestre que
b+c & atc” T T axb q
o B
tg®— t2 tg*~ =1
g 2"‘ 95+ 9 2

17. Resolver, considerando 0 < x < 2, las siguientes ecuaciones

a) 2senx + sen2x = sen 3x

b) 4 n Sx Sx
sen 4x cosx = 1 sen 5 cos i

c) secx + sec3x =0

d) tgx +tg (——x) +tg (3—7T+:1:) =1
4 4

e) secdy — V2tgPr = /2

sen (:1:'— —) + sen (x—i—g)

cos (x+ ) —cos (x — %)

g) sen <2x + %) = cos <4x - %)
h) tg(m cotg x) =0

—tg(x—z>+tgx—0

Nota: Ver ejercicios resueltos (3.15 - 15) homdlogamente.

Respuesta.
a) 0, 180°, 360°, 130°38" 47.75" y 229°21’ 13.25"
d) 5y
e) 1 v
N iyT
g) 0, m, 2m {5, 5
M T

18. Si2sen(a— ) = sec(a+ ) y sen(a+25) =1+ cos% + sen 2a demuestre que un
valor de (v + 4/3) es g
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Si a+ (4 v = 7 demuestre que

cos o cos [3 . cos "y 5

sen 3 seny = sena seny  sen« sen 3

(Ver ejercicio resuelto (3.15 - 17))

Si a+ 6+ v =7 demuestre que

2 4 2 4 2
b) tgatgf+tgatgy+tgftgy =1
¢) (cotga+ cotg B)(cotg B + cotgy)(cotgy + cotg o) = cosec a cosec 3 cosecy

a) cosa+ cos 3 — senvy = 486%2 sen (E — é) sen (E — g)

Demostrar que

3(sen2a+ cos 2a) + 3(cos da — sen da) + (sen 8+ cos 8a) + (cos 10 — sen 10ar) =
8 cos*3a(sen a + cos a)

Demostrar que

a) senb4® = sen 162° + sen30°

! o
b) sena — sen2a + sen3a = 486%5 €08 0 COS—-

Demostrar que

(cotga — cotg2a)(sen o + sen 3a)) = 2cos «

Elimine 6 entre las ecuaciones

cosl — senl = x

cos 30 + sen 30 =y

y demuéstrese que = + 2> = 3y

Demostrar que
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B+y ~vy+a a+p
S coS

a) cos a+cos f+cosy+cos(a+B+7v) = 4 cos 5 Cos—, 5 Y de aqui,
si a+ [+~ = w, compruébese que cos a+cos F+cosy = 45677,% seng sen%—i—l

b) Sia+p8+~= g demuestre que

cos2a + cos20 — sen2y

T
(59
cos 20 — cos 23 + sen 27 I\ b) tgy
¢) Si a+ B+~ =0, demuestre que

sen’y + sen?3 — sen?

a = 2sen vy sen 3 cos a
26. Demostrar que

a) 4cos80° + V3 cotg80° =1

b) cotg40° + cotg20° = \/3(cotg40° cotg20° — 1)

27. Demostrar que

a) 4 senba cos3a cos2a = senda + sen b6a + sen 10«
b) cos*(a— B) — cos(2a — B)cos B = sen’a

c) tgla —F) +1tg(B =) +1g(y — o) = tgla = B) tg(B — v tg(y — a)
(aplique: tg(u + v) en forma acertada).

28. Si ay 3 son dos angulos agudos y
3sen?a + 2sen? 3 =1

3sen2a — 2sen 23 =0

entonces a + 2 3 = 90°
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