Capitulo 12
La elipse y la hipérbola

12.1 Definicion.

Se llama elipse, al lugar geométrico de los puntos de un plano cuya sumade
distancias a dos puntos fijos del mismo plano es constante. Los puntos fijos se
acostumbran a llamar focos.

P(x,y)

F,(-c,0) F,(c,0) X

Ecuacidn:

Considerando los focos sobre el eje X y la distancia constante la denotaremos por
2a,a > 0,sea  P(z,y)un punto cualquiera que pertenece a dicho lugar
geométrico y sean Fi( —¢,0) y Fy(c,0), ¢ > 0, las coordenadas de los focos,
entonces de la definicion se tiene

PF,+ PFy, = 2a
Vgt e+ +/(z—c) +y2=2a
de donde se obtiene la ecuacion
c2x? + a* = a®2% + a*c? + a*y? (1)
Notese que en el triangulo Fy PF5, se tiene que
PFy+ PFy > F1Fy =a>c
Ahorade (1) resulta: (a® — c?)2? + a’y? = (a® — ¢?)a?

sea b =a’—c’sa>cy a>bentalcaso b’x? + a®y® = b%a® y de aqui



Discusion de la ecuacion (2) y grafico
Intersecciones con los ejes coordenados

Interseccion con el eje X, = +a de donde Vi(—a,0)y V(a,0) son las
coordenadas de los vértices, y la longitud del eje mayor que es 2a.

Interseccion con el eje Y,y = +bde donde B;(0, —b) y DBs(0,b) son las
coordenadas de los extremos del eje menor, cuya longitud es 2b.

Simetrias

Al sustituir x por — x, la ecuacion (2) no varia lo que indica que la curva tiene
simetria con respecto al eje Y, analogamente si se sustituye y por — y, es decir la
curva es simétrica con el eje X, lo mismo sucede cuando se sustituyen a la vez x
por —z e y por —y, laecuacion (2) no varia, luego tiene simetria con el origen
de coordenadas, de aqui que el origen recibe el nombre de centro de simetria.

Dominio

. _ : b
Despejando y en términos de z, se tiene y = + 5\/ a? — 22, lo que nos conduce
a —a<z<a.

Recorrido

Despejando x en términos de y, se tiene x = + %\/b2 — 2, lo que nos conduce
a —b<y<hb.

Concavidad
) . : b fo——5_ b
Notese también que: si —a<z<a & —Va?>—22> —(a — x), lo que nos
a a
indica que la curva es cdncava hacia abajo Vy > 0.
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Elementos de una elipse:

1. Sean F1y F5 los focos de la elipse, la recta que pasa por los focos se suele
llamar eje focal, en donde Fi( —¢,0)y Fy(c,0), ¢ > 0.

2. El eje focal corta a la curva en dos puntos V;y V, llamados vértices, cuyas
coordenadas son: Vi(—a,0) y Vi(a,O0)

3. El segmento del eje focal comprendido entre los vértices, V;V5, se llama eje
mayor cuya longitud es 2a. El valor de a se llama semieje mayor.

4. El punto medio C' del segmento que une los focos, se Ilama centro de simetria
de la curva.

5. Larecta que pasa por C'y es perpendicular al eje focal se llama eje normal.

6. El segmento del eje normal comprendido entre los puntos, B;B,, se llama eje
menor cuya longitud es 2b. El valor de b se llama semieje menor.

7. Cualquier recta que pasa por el centro de simetria C, se llama didmetro de la
elipse.

8. El segmento que pasa por un foco y corta a la elipse en los puntos A;y A, se
Ilama cuerda focal.

9. Todo segmento comprendido entre un foco y un punto de la elipse se llama
radio focal.

10. Una cuerda que pasa por un foco y es perpendicular al eje focal se llama lado
2

. : 2b
recto, y su longitud es iguala —
a

2 2

11. Por convenio, tomaremos siempre a > b, si es el caso — + ‘7;—2 =1, los
a
. . . . z? y2 .
vertices de la elipse yacen sobre el eje X, y si fuese 72 + =5 =1, los vértices se
a

encuentran sobre el eje Y.

12. Se define por excentricidad de la elipse, al cuociente entre la distancia desde
un foco al centro de simetria y la longitud del semieje mayor, es decir

C .
e = —, note que siempre e < 1
a

Observe que si e — 0 la elipse tiende a una circunferencia y si e — 1 la elipse
tiende a un trazo.

12.2 Otra forma de la ecuacién de una elipse



Sea el punto (h, k) el centro de simetria de una elipse, por tanto las ecuaciones de
traslacion paralela de los ejes coordenados son: z=z'+he y=y' +k, yla
ecuacion de la elipse con respecto a los nuevos ejes X 'Y’ cuyo origen es el punto
(h,k), es:

2 2
2y (e —h)? | (y—k)? _

—— 4+ Z— =1 de donde

a? b2 a? b2 =1

Obsérvese que los vértices son: Vi(h —a, k) y Va(h + a,k)
y los focos: Fi(h —c,k) y Fy(h +c, k)

y

Analogamente para el caso de

W=k @-h)
a? b2

cuyo gréafico es




12.3 Definicion.

Se llama hipérbola, al lugar geométrico de los puntos de un plano cuya
diferencia de distancias a dos puntos fijos del mismo plano es constante. Los
puntos fijos se acostumbran a llamar focos.

y

P(x,y)

F,(-c,0) F,(c,0) X

Ecuacidn:

Considerando los focos sobre el eje X y la distancia constante la denotaremos por
2a,a > 0,sea  P(x,y)un punto cualquiera que pertenece a dicho lugar
geométrico y sean Fi( —¢,0) y Fy(c,0), ¢ > 0, las coordenadas de los focos,
entonces de la definicion se tiene

|PF1—PF2|:26L

Vet P+ - a—cP + ¢ | =2

de donde se obtiene la ecuacion
c2x? + a* = a®2% + a*c? + a*y? (1)
Notese que en el triangulo Fy PF5, se tiene que
|PF, — PR > FF=c>a
Ahora, de (1) resulta: (c? — a?)x? — a*y® = (c? — a?)a?

sea b2 =c>—a’ec>ay c>bentalcaso b’z — a’y? = b%a® y de aqui
S-h=1 (2)

Discusion de la ecuacion (2) y grafico
Intersecciones con los ejes coordenados

Interseccion con el eje X, x = £a de donde Vi(—a,0)y Va(a,0) son las
coordenadas de los vértices.



Interseccidn con el eje Y, no tiene.
Simetrias

Al sustituir x por — x, la ecuacion (2) no varia lo que indica que la curva tiene
simetria con respecto al eje Y, analogamente si se sustituye y por — y, es decir la
curva es simétrica con el eje X, lo mismo sucede cuando se sustituyen a la vez x«
por —z e y por —y, laecuacion (2) no varia, luego tiene simetria con el origen
de coordenadas, de aqui que el origen recibe el nombre de centro de simetria.

Dominio
. L : b
Despejando y en términos de x, se tiene y = + a\/ x2 — a2, lo que nos conduce
arz< —aV zx>a
Recorrido
- . . . a
Despejando x en términos de y, se tiene = = + E\/b2 + 2, lo que nos conduce
a —oo <y < oo.
Concavidad
) . : b b
Notese tambiénque: siz < —a V 2>a < —Vaz?—a?>> —(x —a), lo que
a a
nos indica que la curva es concava hacia abajo Vy > 0.

y

Elementos de una hipérbola:

1. Sean F1y F; los focos de la hipérbola, la recta que pasa por los focos se suele
[lamar eje real o trasverso, en donde Fi( —¢,0)y Fy(c,0), ¢ > 0.

2. El eje real corta a la curva en dos puntos V;y V5 llamados vértices, cuyas
coordenadas son : Vi( —a,0) y Va(a,O0)



3. El valor de a se llama semieje real. El valor de b se conoce por semieje
conjugado o imaginario.

4. El punto medio C' del segmento que une los focos, se Ilama centro de simetria
de la curva.

5. Larecta que pasa por C'y es perpendicular al eje real se llama eje imaginario.

6. Cualquier recta que pasa por el centro de simetria C', se llama diametro de la
hipérbola.

7. El segmento que pasa por un foco y corta a la hipérbola en los puntos A;y A,
se llama cuerda focal.

8. Todo segmento comprendido entre un foco y un punto de la hipérbola se llama
radio focal.

9. Una cuerda que pasa por un foco y es perpendicular al eje focal se llama lado
2

. : 2b
recto, y su longitud es iguala —
a

2 2

10. Sieselcaso — — ‘7;—2 = 1, los vértices de la hipérbola yacen sobre el eje X,
a
y2 582
y si fuese = — = 1, los vértices se encuentran sobre el eje Y.
a

11. Se define por excentricidad de la hipérbola, al cuociente entre la distancia
desde un foco al centro de simetria y la longitud del semieje mayor, es decir

C .
e = —, note que siempre e > 1
a

b i L 272 2
12. Las rectas y = + —xz, se llaman asintotas de la hipérbola — — Z_Q =1, en
a a
a , ., y2 x?
tantoque y= + e son las asintotas de la hipérbola = — 7= 1
a

12.2 Otra forma de la ecuaciéon de una
hipérbola

Sea el punto (h,k) el centro de simetria de una hipérbola, por tanto las
ecuaciones de traslacion paralela de los ejes coordenados son:

r=x'+hey=y +k,



y la ecuacion de la hipérbola con respecto a los nuevos ejes X 'Y’ cuyo origen es el
punto (h,k), es:
x? oy’ (x—h)? (y—k)°
?—b—Qzl dedonde a2 - b2 :1

Obsérvese que los vértices son: Vi(h —a, k) y Vo(h + a, k)
y los focos: Fi(h —c,k) y Fy(h +c, k)

y
y—k=2(x-h)
L a — a—
‘ 1
T F WV Vo Fp
k —c—1 ¢ —
y-k=-2(x-h)
h X
Note que las ecuaciones de sus asintotas son en este caso
b
y—k=+—(z—h)
a
Analogamente para el caso de
y—k? (@—h?
a? b2 -
cuyo gréafico es
y
y—k=2(x-h)
7b i b,
R
N
| *r
| .
C V2
W s
k
N y-k=-2(x-h)
h X




12.3 Tangencia.

La ecuacion de la tangente a la elipse o hipérbola —z + %2 =1 en el punto
Py(zo,y0) de ellaes
=1
2
En efecto, Py(xo,yo) pertenece a estas curvas entonces i ‘Zg =1 (1)
sea Yy — yo = m(z — zo) (2)

la ecuacién de la tangente en cuestion, entonces efectuando la interseccién de esta
tangente con las curvas resulta

b2z £ a®[yy + m(z — x9)]* = a?b?

. . .. . b2 x
imponiendo la condicién de tangencia A = 0, resulta m = F —2—0, por tanto de
a

Yo
b2
(2) setiene y —yo = F —2—(:75 — () de aqui ocupando (1) se obtiene
a” Yo
LoL | Yoy
R
por supuesto que el signo "+ " para laelipse y el " — " para la hipérbola
Para los casos de
R AY: EAY:
(e—h)? , =k _,
a? b2
las ecuaciones de las tangentes en P,(zo,yo) Son, respectivamente
(wo—h)(@—h)  (o—Fk)(y—Fk) _
5 + =1
a b2

la demostracidn se deja propuesta.

12.4 Ecuacién general

Una ecuacion de la forma

Ax? +Cy*+ Dr+ Ey+F =0 (1)



Representa el lugar geométrico de una elipse real, si y solo si
D* E?
14 " ac

note quesi A= Cy 4AF < D? + E?, el lugar, es el de una circunferencia

AC>0con A#Cy F<

2 EQ
AC >0 con A#ACy F= 1A + ok entonces el lugar se resume a un punto
2 E2
AC >0 con A#Cy F > 1A + Mok entonces se dice que no hay un lugar
geomeétrico real
Para el caso de una hipérbola,
2 2
AC <0 y F # 1A + ol entonces el lugar geométrico es el de una hipérbola
real
D* E?
AC <0 y F= 1A + ol entonces el lugar geométrico es el de 2 rectas que
se cortan.

La demostracion de estas afirmaciones, se deja al estudiante.

12.5 Ejercicios Resueltos

1. Determine: vértices, focos y las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
202 — 9y —8x +2y+3=0

Solucioén.

. —2)? —1)? ,
Completando cuadrados se obtiene (@ 5 ) — (y 1 ) =1 de aqui se

deducen: a = /2, b =2y ¢ =+/6 conlo que

y las ecuaciones de sus asintotas y — 1 = + /2(z — 2)

2
origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su eje mayor es el
doble de la de su eje menor.

2. Hallar la ecuacidn de la elipse que pasa por el punto (\ﬁ 3), tiene su centro en el



Solucién.

2 2
La ecuacion pedida es de la forma z—g + y—2 =1, donde a = 2b entonces
a
2 2
% + iﬁ = 1 como el punto (g?,) pertenece a la elipse se debe tener
7 2 2
T 9 T Y
4 2
=+ -—=1=b"=4,conloque —+ -—=1
ETE: : IR T:

Los vértices de una hipérbola son los puntos (—1,3)y (3,3) y su excentricidad
3 . -

es 7" Hallar la ecuacion de la hipérbola, las coordenadas de sus focos y las

longitudes de sus ejes transverso, conjugado y de cada lado recto.

Solucién.

Notese que su centro de simetria es el punto (1, 3) entonces su ecuacion es de la
forma

1\2 a2
@-1° -3 = 1,donde a®> =4

a? b2
V 24 b2 3 —1)2 __32
como 6222L252>b2:5,ent0nces (564 ) _(y5 ) 1
a a

Ahoracomo ¢ =3= Fi(—2,3)y F,(4,3)

Longitud del eje trasverso 2a = 4, longitud del eje conjugado 2b = 2\/3 y la
2

: 2b
longitud de cada lado recto — =5
a

Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene por focos y vértices los vértices y focos
2 2

. T . .
de la elipse % + % =1, y luego encuentre las ecuaciones de sus asintotas.
Solucion.

y==X

T
I
3
}
:‘:, X
—5 —1— 5
y=—2x
Para la elipse

a?=25yb>=9 =c2=16



Para la hipérbola
a?=16y c?=9 = b =16
2 ,y2

Por tanto la ecucion pedida es r_d
16 9

. . 3
Las ecuaciones de sus asintotas son y= =+ Zx

Demostrar que el triangulo formado por una tangente cualquiera a una hipérbola y
sus asintotas tiene un area constante

Demostracion.

. . .y, .y, T
Sin perder generalidad se puede tomar la hipérbola de ecuacion  — — = 1
a
y
y ==X
L a—|
A
I
b R v N0 Po
‘ F X
B
L c —
y=-2x
U2 112
Sea Py(u,v) que pertenece a la hipérbola, entonces — — i 1 (1)
a

La ecuacion de la tangente en P, esta dada por b’uz — a’vy = ab? (2)

. . b
Las ecuaciones de las asintotas son: y=+ —x (3)
a

Resolviendo el sistema formado por (2) y (3), obtenemos las coordenadas de A
y B, esdecir:
a’b ab? a’b ab?
)y B( )y
ub + va ub + va

)

A
(ub—va’ ub — va

Ahora, el area del tridngulo O AB esta dado por

0 0 1
2 2
N a“b _ ab agbg
rea =7y ub—g—va ub—Qi—va TR
a“b ab 1
ub — va ub — va

perode (1): u?b? —v?a® = ab? con lo que finalmente Area = ab



6. Demuestre que la normal a una elipse en uno cualquiera de sus puntos, es bisectriz
del 4ngulo formado por los radios vectores de ese punto.

Solucion.
No se pierde generalidad al tomar la elipse cuya ecuacion es

b’z? + a’y? = a®b® (1)
Sea 7 lanormal a la elipse en un punto Py(u,v) de la curva.

y

Sean « el &ngulo formado por F1 P,y n,y [ eléanguloentre FyP)y n, vamos
a demostrar que « = g.

Sabemos que la ecuacion de la tangente en Py, esta dada por b>ux + a’vy = a®b?
2’(1, o CL2U
por tanto m,, = =

Por otra parte las pendientes de los radios vectores FiFPy, y F,Py, son

. v v
respectivamente : Yy , entonces
u—+c U —c

en que su pendiente es m; = — ——
a“v

2

) a“v
- — 2 2 2
_ u4c b _buv—auv—i—acv
tga = 2, T 12,2 2 2,2
v av b2u? — b?cu + a?v
u+ ¢ b2u

imponiendo la relacion ¢? = a® — b? y la condicion b%u? + a?v? = a?b?

y simplificando resulta tga = v (1)

b2
Analogamente se obtiene también que tg 5 = Z—g (2)
Por tanto por (1) y (2) setiene o = (.
7. Demostrar que las tangentes a la elipse b%x? + a?y? = a?b? vy a la circunferencia
22 +1y? =a® en Py(u,v1) Y Qo(u,v2) u # 0 respectivamente, se cortan en un

mismo punto sobre el eje X.

Demostracion.
Las tangentes respectivas en los puntos indicados son.



10.

bux + a’viy = a’b?> 'y ux + vy = a?

2
. . . a
intersecando cada una con el eje X, se obtiene el punto (—,0) en ambos casos.
u
Demostrar que las tangentes a la elipse  b%z% + a?y? = a?b* en una direccion m
son:
y = mx £ \/mZ2a? + b2
Demostracion.

Sea el haz de rectas tangentes dadas por: y = mx + n, intersecando con la elipse
dada se tiene

(b + a’>m?)2® + 2mna’z + a*(n* — b?) =0
Ahora, imponiendo la condicion de tangencia A = 0 resulta
dm*n2a* — 4 (b2 + a®>m?)a®(n? — %) =0
de donde resolviendo para n, se obtiene n = + v/m?2a? + b? luego la tangente es
y = mx £ v/m?a? + b2,

Determine el lugar geométrico de los puntos desde donde se puedan trazar
tangentes perpendiculares entre si a la elipse b%2z? + a’y? = a?b.

Solucion.
Sean y = max + v/m?2a? + b? las tangentes a la elipse dada en cierta direccion
2
. P X a
m, con m # 0y sus perpendiculares seran de laforma y = — — &/ — + b?
m m

Eliminando el parametro m entre ambas familias, obtenemos los puntos de
interseccion, que es el lugar geométrico en cuestion

De la primera se obtiene y—mx = £ v/ m?a? + b2
De la segunda se obtiene x+my = £ v/m?b?+ a?
De donde elevando al cuadrado cada una 'y sumando miembro a miembro se tiene
(1+m?)y* + (1 +m?)a? = a*(1 + m?) + b%(1 +m?)

y de aqui resulta la circunferencia con centro en el origen y radio +/a® + b2 es
decir

% 4+ y? = a® + b2, que es la ecuacion del lugar geométrico pedido.
Encontrar la ecuacion del lugar geomeétrico de las proyecciones de los focos de la

elipse  b%2% + a®y? = ab* sobre las tangentes a la misma en una direccién m,
con m # 0 dada.



11.

12.

Solucién.

Sabemos que la familia de tangentes a la elipse dada en cierta direccion m, estan
dadas por

y =mz +/m2a? + b2 &y - 2may +m?z? = a’m? + 0>, (1)

Las perpendiculares a estas tangentes porlos focos, estan dadas por

1
y=——(z+c) emy+az= Fcom’y’ +2may+a°=c’=a*-b’
m

Eliminando el parametro m entre esta Gltima ecuaciony (1) se obtiene la ecuacion
del lugar geométrico pedido, que resulta ser : z? + y* = a®.

El punto medio de la cuerda de una elipse es (5, 2). Hallar la ecuacion de la cuerda,
si la elipse tiene por ecuacion z? 4 4y — 6z — 8y — 3 = 0.

Solucién.

Sea y —2 =m(x —5) la ecuacién de la cuerda en cuestion, intersecando con la
ecuacion de la elipse dada, obtenemos:

(1 + 4m?)z? + (8m — 40m? — 6)z + 100m? — 40m — 3 = 0

sabemos que si x;y x2 son las raices de ésta Ultima ecuacion, se cumple que

8m — 40m? — 6 -
T+ T = — m m , por otra parte también z; + zo = 10
1+ 4m?
. . 1
entonces, 6+ 40m? — 8m = 10(1 + 4m?) de aqui se obtiene m = — 5 por
., 1
tanto la ecuacion de la cuerda resultaser y —2 = — §(x —5).

Sea [ la tangente en P(u,v) a la elipse b%z% + a?y® = a?b*>. Sean Ty y Ty las
intersecciones de [ con las tangentes trazadas desde los vertices de la elipse.
Demostrar que la circunferencia que tiene por diametro el trazo 7,7, pasa por los
focos

Demostracion.

Y




Primero, determinamos las coordenadas de T) y 75, intersecando la ecuacion de
la tangente en P, que esta dada por b%ux + a’vy = a’b® con x = +a, de

donde resultan: T3 (a, b—; (1 - g)) y Iz ( —a, b_j (1 + g))

Por otra parte la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 71y T5
diametralmente opuestos, esta dada por

2 U

@-aara)+ly——(1- Ny~ (1+2) =

a v

Esta circunferencia cuando corta al eje = se debe tener y = 0, asi resulta

bt u? . .
vt —a® + —|1—— | =0, pero como P(u,v) satisface la ecuacion de la
v a
u2 1)2

elipse, entonces  b*u’ + a’v® = a’b* & 1 — — = o] asi se tiene
a

1}2 - (12 + b2 =0« .’E2 = CL2 - 1)2 = 02 S = *c luego la circunferencia pasa
)
por los focos.

13. Demuestre que el producto de las distancias desde los focos de una elipse, a una
tangente cualquiera de ella, es constante.

Demostracion.

N

Sabemos que la ecuacion de la tangente en el punto P(u,v) de la elipse, esta
dada por b*uz + a’vy = a?b?, por tanto las distancias d;y d, desde los focos
Fi(—=¢,0)y Fy(c,0)son:

dy - | — cub? — a®b?| y dy = lcub? — a®b?|

v ubt 4+ v2at v u?bt + v2af

|c2u?bt — a*b?|

u?b* + v2a?

didy = ,pero b*u’ + a*v? = a*b? y ¢ =a® — b?

Entonces,



s = 1? |C2u2_g4| o \c2u2—a42| o lc2u? — a|
u2h? + La ub? + (1 - %5)at u?b? + a* — u?a?
_ 2 Pu? —at|  , at =t
u?(b? — a?) + a* —c?u? +at

14. Determinar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (3, — 1) a la
elipse cuya ecuacion es: 2z? + 3>+ —y — 5 =0.

Solucion.
Las ecuacidnes de la tangentes mencionadas son de la forma
y+ 1 =m(z — 3), intersecando con la elipse se obtiene:

(2+3m?)x® + (—18m> —=Tm+ Dz +2Tm* +21m —1 =0
Imponiendo la condicion de tangencia A =0 =

(—18m? —Tm + 1) —4(2+3m?)(2Tm> +2lm — 1) =0

. . 9
resolviendo para m se obtiene: m; = —1 V my = Io1 con lo que resultan

T4+y—2=0y 9z — 191y — 218 =0

15. Los extremos de la base de un trianguloson los puntos A(0,0) y B(3,0).Hallar la
ecuacion del lugar geométrico del vértice C' si se mueve de modo que el angulo de
labase C'BA essiempre igual al doble del angulo C AB

Solucioén.

C(xy)

De la figura se tiene que: tga = LA tg2a = BL, a # 0 parametro
T — X

Eliminando el parametro « se obtendrd la ecuacion del lugar geométrico del

vertice C'.
Sabemos que :
2tg y 2 Y
tg20 = =—Ltoe@-1P2->-=1
gee=q —tg?a  3—= y? (z=1) 3
1-"3
X

Se trata de una hipérbola centrada en el punto (1,0)



16.

17.

18.

Probar que la normal en (u,v) a la hipérbola equilatera 2% — y* = a?® es

ve 4+ uy = 2uv.

Prueba.

La tangente en (u,v) estd dada por la ecuacién wuz — vy = a?® por tanto su
pendiente es m; = — entonces la pendiente de la normal en dicho punto resulta
v

v
my = — —.
K u
. . v ,
Por tanto la ecuacion de la normal en dicho puntoes y — v = — —(x — u) de aqui
u

se tiene vx + uy = 2uw.

Demostrar que en una hipérbola equilatera la distancia de un punto de ella , al
centro de simetria es media proporcional geomeétrica entre sus distancias focales.

Demostracion.

La ecuacion de la hipérbolaes z? — y?> = a? y se cumple que c¢? = 2a®
De lafigura: OP? = z? + ¢,
PF - PF, = {[(z+c)* + *[(x — ¢)* + ¢*]}2
= [(2? +y2)? + ¢! — 2c2 (a2 — 7))
=22+ y? = OP?, pues ¢t —2c%(2? —y?*) =0
Demostrar que la parte de la normal de una hipérbola2 comprendida entre los ejes

.- , a
coordenados queda dividida por la curva en la razon 22

Demostracion.



Vamos a demostrar que
PA - PlA CL2

PB PO b

Determinemos las coordenadas de A, para lo cual obtenemos la ecuacion de la
normal en el punto de tangencia P(u,v), que es

va’r + ub’y = uv(a® + b?) intersecando con el eje y, resulta

a’® + b? .
Al o0, —3 v ), Por otra parte note que Py (0,v) entonces se tiene

2 b2 2 pA 2
@+ @y PO = v, luego ! a

PlA: b2 'U—’U:b—2,

PO b?

19. La tangente en un punto P de la hipérbola b%z% — a®y? = a®b? corta al eje
transversal en T,y la recta OP corta en R a la tangente en A, demostrar que

RT esparalelaa PA.

Solucién.

‘VL P(u,v)

Sabemos que la tangente en P(u,v) a la hipérbola esta dada por,



. . . a
bux — a’vy = a’b?, intersecando con el eje =z se tiene (— ), ahora
u
Yy

intersecando  z =a con la recta OP cuya ecuacion es = —x resulta
v
v - v
R(a, —a), entonces m,, = —4—5 = = m,, portanto RT||PA.
u a u—a
a/ —_— —
u

20. Sea una cuerda cuyo punto medio es (4,1) de la hipérbola z* — 3y? = 6, Hallar
su ecuacion.
Solucion.

Sea la ecuacion de la cuerda y — 1 = m(z — 4) intersecando con la hipérbola se
tiene:

(1 —3m?)z? + (24m? — 6m)x — 48m? +24m — 9 =0

, 24m? — 6m 1
de aqui se sabe que x1 + x5 = — 177143 de donde §(x1 + x9) = 4, luego
12m? — 3m 4 4
4= ————— & m=—,portanto y—1= —(x —4) es la ecuacién en
T 13wz T TP 4 gle—4)
cuestion.

21. Desde el foco de la hipérbola b%z? — a?y? = a®b? se traza una perpendicular a una
de sus asintotas. Demostrar que su pie tiene las distancias a y b al centro de
simetria y al foco de la hipérbola respectivamente.

Demostracion.

0 Fi(c.0) X

La ecuacidn de la asintota que se muestra en la figuraes bz — ay = 0, por tanto
b-c—a-0] bc

dy = =—=b
va? + b2 c
La recta por el foco y perpendicular a la asintota es y = — %(a: —c¢) de aqui

obtenemos ax + by — ac = 0, con lo que



22.

23.

24,

_Ja-0+b-0—ac] ac
B v a2+ b2 S c

Desde el foco de una hipérbola, como centro se describe una circunferencia con
radio igual al semieje conjugado. Demostrar que ésta circunferencia es tangente a
las asintotas en los puntos que cortan a la directriz.

=a

d

Demostracion.

La ecuacién de la circunferencia mencionada es (z—c¢)°+42> =02y las

) . b . .
ecuaciones de las asintotas son: y = 4+ —x, efectuando la interseccion con la
a

. . . b? . a’
circunferencia se tiene (z — ¢)* + —29:2 = b? yresolviendo z = — =
a &
ab . . . ,
y = £+ —, solo dos interseccciones una por cada asintota y ademas es tangente en
C

los puntos de interseccion con la directriz pues recordemos que su ecuacion es

Xr= —.
&

Bajo que angulos se cortan la hipérbola equilatera x> — y?> = a? y la circunferencia
z? +y* = 9a’.
Solucion.

Efectuando la interseccién de ambas curvas obtenemos 4 puntos, que son:

P1<\/ga, za), Pz(\/ga, _ 2(1), Pg( _ \/Ba,za) y P4( — /5a, - Qa)

basta considerar P;, determinamos las tangentes a ambas curvas en este punto, es
decir

tlz\/gam—2ay=a2ém1:%\/g

1
tg:\/gam+2ay=9a2ém2: —5\/5

Luego el angulo en cuestion estara dado por

My — 1M

tg0 = = 4y/5= 0 = 83,62°

1+ moTny

Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de la hipérbola
x? — y? = a® asus asintotas es constante.

Solucion.

Sea Py(xo,yo) un punto cualquiera de la hipérbola, entonces:

9 _ .2
= - 1

didy = w0 — ol |0+ yol _ 25— wol _ —a’,pues P, pertenece a la
2

VR 2

hipérbola.



25.

26.

Determine la ecuacion de la hipérbola sabiendo que sus asintotas son las rectas
r+y—1=0, y—x—3=0, cuyo eje real es paralelo al eje Y y que pasa por
el punto (0,4).

Solucion.

El centro de simetria de la hipérbola en cuestion, esta en la interseccion de sus
asintotas, dado por la solucion de

r+y—1=0
y—xr—3=0

que resulta ser ( — 1,2) asi la ecuacion pedida es
(y—2° (@+1)? _

a b2 =1

perocomo y=x+ 3 = % =14 a =05, ycomo la hipérbola pasa por el punto

4 —2)? 0+1)2 . .,
(0,4) = ( 7 ) JbFQ ) =1 < b? = 3. Asi resulta la ecuacion dada por

(y—2° (@+1)°
3 3

Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de
tal manera que su distancia al eje Y es siempre igual a la mitad de su distancia al
punto (3, 2). Grafique la curva.

Solucién.

P(x,y)

P(z,y) debe cumplir

" 2 Y
ol =4/ B a 2P & T I,

Se trata de una hipérbola de centro de simetria C'( — 1,2)



12.6 Ejercicios Propuestos

-

- . 3 .
. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto (1,5\/§> y tiene una

.. 2

excentricidad de %
Respuesta.

42 + 20y* = 139
Los puntos (3,0)y (—3,0)son los focos de una elipse y la longitud de
cualquiera de sus lados rectos es 9. Hallar la ecuacion dela elipse.
Respuesta.

27x% + 36y> = 1053

Si P(u,v) es un punto cualquiera de la elipse b?z% + a?y? = a?b*. Demostrar que
los radios vectores son: 1 =a+euy ro =a — eu.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos que dividen a las ordenadas
de los puntos de la circunferencia 22 + y> = 16 enlarazon 1 : 4.

Respuesta.
x? + 259% = 16.

Una elipse esta centrada en el origen y su eje mayor coincide con el eje z. Hallar
su ecuacion sabiendo que pasa por los puntos <\/6, — 1> y (2, \/5)

Respuesta.

x? 4+ 2y? = 8.
La base de un tridngulo es de longitud fija, siendo sus extremos los puntos (0,0) y
(6,0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico del vértice opuesto que

se mueve de modo que el producto de las tangentes de los angulos de las bases es
siempre igual a 4.

Respuesta.
422 + y? — 242 = 0.

Los extremos de un diametro de la elipse b%z% + a’y? = a?b? son Py P,. Si F
es uno de los focos de la elipse. Demostrar que la suma de los radios vectores F'P;
y F'P,esigual a la longitud del eje mayor.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Si k es un nimero positivo. Demostrar que la ecuacion 3z? + 4y?> = k representa

- : . 1
a una familia de elipses, cuya excentricidad es 3"

El centro de una elipse es el punto (2, — 4), el vértice y el foco de un mismo lado
del centro son los puntos (—2, —4)y (—1, —4) respectivamente. Hallar la
ecuacion de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje menor y la de cada lado
recto.

Respuesta.

7
T(z —2)° +16(y +4)* = 112, e = 0.75, 2b = 21/7, 3

Dada la elipse 2 + 4y* — 62 + 16y + 21 = 0, determine:

La ecuacion candnica, su centro de simetria, vértices, focos, longitudes de sus ejes
mayor y menor, longitud de su lado recto y excentricidad.

Respuesta.

(r—3)2+4y+2)7=4; (3, —2); (5, —2), (1, — 2); (3+ V3, —2),

(3—\/5,—2); 4y 2; 1; ﬁ

2

Desde cada punto de la circunferencia 2 + y? + 4z + 4y — 8 = 0 se traza una
perpendicular al didmetro paralelo al eje x. Hallar la ecuacion del lugar gemétrico
de los puntos medios de estas perpendiculares.

Respuesta.
2?2+ 4y + 4+ 16y +4=0

Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas desde los extremos de un
didmetro cualquiera son paralelas entre si.

Desde el punto (2,7), se trazan paralelas a la elipse 222 + 3* + 2z — 3y — 2 = 0.
Hallar las coordenadas de los puntos de contacto.

Respuesta.

(1,1); (—ﬁ,%)

Hallar las ecuaciones de las tangentes a a elipse 3224+ y? +4x -2y —3=0y
que son perpendiculares alarecta x +y — 5 = 0.

Respuesta.
r—y—1=0; 3x—3y+13=0

Hallar la ecuacion de la tangente trazada desde el punto (u,v) a la elipse



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

b2x? + a*y* = a®b?, Note que (u,v) no pertenece a la elipse.

Respuesta.
b*ux + a’vy = a’b?

Demostrar que las tangentes a una elipse en dos puntos diametralmente opuestos,
son paralelas.

Para que valores del parametro ¢, los puntos de la forma (1 + ¢,2t) se encuentran
en el interior de la elipse.

Respuesta.

—1§t§%
5

Dadas: la elipse  b%x? 4 a’y? = a®b?, la circunferencia 22 +y% = b2 y la recta

y — p = 0, ésta ultima interseca al eje y en el punto N, a la circunferencia en @
la elipse en P.Demostrar que se verifica NP _a

ya p : q NO b’

Si @y Q' son puntos de las circunferencias inscrita y exinscrita a una elipse, de

modo que un punto P de la elipse tiene la ordenada de (@ y la abscisa de Q'.

Demostrar que la recta Q@' pasa por el origen de coordenadas.

El punto medio de una cuerda de la elipse  b%x2 + a’y? = a®b® es (u,v)
Encontrar la ecuacion de la cuerda.

Respuesta.

b*u
y—v= —%(-T—U)

Demostrar que el mddulo de la pendiente, de las tangentes trazadas desde el punto
donde un lado recto corta a la elipse es igual a su excentricidad.

El lado recto de una elipse corta a ella en R, se traza una cuerda por el foco
Fi(c,0) y por el punto (0,b) que cortaen P adicha elipse. Demostrar que

LP  FR

B KR

siendo I3 el otro foco.

Demostrar que en toda elipse, la suma de los cuadrados de dos semidiametros
conjugados es igual a la suma de los cuadrados de los dos semiejes.

Un segmento AB de longitud 6 unidades se desliza de forma que sus extremos se
apoyan sobre los ejes cartesianos rectangulares. Entre los puntos A y B se elige un
punto tal que PA = — 2P B. Determine el lugar geométrico descrito por P.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Respuesta.
1622 + 4y* = 64
Desde un punto cualquiera de una elipse se trazan las rectas que la unen a los

vértices Ay A’.Estas rectas cortan al eje BB'en los puntos M y N.Probar que
OM - ON = b>.

Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por los puntos (3, —2)y (7,6), tiene
su centro en el origen y el eje transverso coincide con el eje .
Respuesta.
4x? — 5y% = 16.
Los vértices de una hipérbola son los puntos (2,0)y (—2,0) si sus focos son

(3,0) y (— 3,0).hallar su ecuacion y su excentricidad.

Respuesta.
5x? — 4y* =20; 1.5

Los vértices de una hipérbola son los puntos (—2,2) y (—2, —4) y la longitud
de su lado recto es 2.Hallar su ecuacién, las coordenadas de sus focos y su
excentricidad.

Respuesta.
B(y+1)° =9 +2)° =27, (=2, —1+V3); (-2, —1V3); %\/5

Dada la hipérbola 25z — 36y? = 900 Determine: los focos, sus asintotas y el area
del triangulo determinado por las asintotas y la tangente en el vértice V' (6,0).

Respuesta.
Fi(V/61,0), Fy(— 1/61,0); 6y = =+ 5z; 30.
Dada la hipérbola z? — 4y — 6x + 16y + 21 = 0, determine:

Su ecuacion candnica, su centro de simetria, vértices, focos, asintotas , longitud de
su lado recto y excentricidad.

Respuesta.
Ay +2)° - (z—3)2=16; (3, —2); (3,0), (1, — 2); (3, . \/5)
(3, —2—\/3); 2u+4= =+ (x—3); 4 g

Si k es un nimero positivo. Demostrar que la ecuacion 322 — 3y? = k representa
a una familia de hipérbolas, cuya excentricidad es ﬁ



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Hallar los puntos de interseccion de la recta 2x — 9y + 12 = 0 con las asintotas de
la hipérbola 42 — 9% = 11.
Respuesta.

(35 2)7 ( - 15, 1)

Demostrar que si las asintotas de una hipérbola son perpendiculares entre si, la
hipérbola es equilatera.

Hallar la ecuacion de una hipérbola equilatera que pasa por el punto (—1, —5) y
tiene por asintotas a los ejes coordenados.
Respuesta.
TY =095
Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hipérbola equilatera a su

centro es media proporcional geométrica entre las longitudes de los radios vectores
del punto.

La excentridad de la hipérbola b?z? — a?y? = a?b® es e;. Si la excentricidad de su
hipérbola conjugada es e, . Demostrar que e, : e = b : a.

Si «a es el angulo agudo de inclinacion de una asintota de la hipérbola
b2x? — a’y? = a’b%. Demostrar que su excentricidad es igual a sec .

Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hipérbola, corta a la
curva solamente en un punto.

La base de un tridngulo es de longitud fija, siendo sus extremos los puntos (0,0) y
(4,0). Hallar e identificar el lugar geométrico del vértice opuesto si uno de los
angulos de la base es siempre igual al doble del otro.
Respuesta.

3x? —y? — 162 + 16 = 0; 322 — y> — 8z = 0.
Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola z? — 2y? + 42 — 8y —6 =0
que son paralelas a larecta 4z — 4y + 11 = 0.
Respuesta.

r—y+1=0, z—y—1=0
Hallar el angulo formado por las tangentes trazadas desde el punto (3,6) ala
hipérbola 2% — % + 42 — 2y — 5 = 0.
Respuesta.

23° 23"



42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Demostrar que la elipse 222 +y?> =10y la hipérbola 4y®> — 22 = 4 son
ortogonales entre si, en sus puntos de interseccion.

Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola en cualquier extremo de
sus lados rectos, es numericamente igual a su excentricidad.

Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipérbola es el
punto medio del segmento de tangente comprendido entre las asintotas.

En cualquier punto P, excepto uno de sus vértices de una hipérbola equilatera, se
traza una normal que corta al eje focal en el punto Q. Si O es el centro de simetria
de la hipérbola, demostrar que |OP| = |PQ)].

Demostrar que en una hipérbola equilatera dos diametros ortogonales tienen
longitudes iguales.

Por un punto P de una hipérbola se traza una recta [, paralela al eje transversal y
ésta recta corta a las asintotas en los puntos @ y R, demuestre que se cumple que
PQ - PR = a? y cuano [ es paralela al eje conjugado se verifica PQ - PR = b°.

Sean dos hipérbolas equilateras y concéntricas de modo que los ejes de una de ellas
sean las asintotas de la otra. Demostrar que las hipérbolas se cortan ortogonalmente.

Estudiar para que valores de a,b,c laecuacion zy + ax + by + ¢ = 0 representa
a una hipérbola con asintotas paralelas a los ejes coordenados.

Determinar el area de un rectangulo formado por las perpendiculares bajadas desde
los focos de la hipérbola 222 — a?y? = a?b? a una tangente cualquiera de ella.

Una tangente a una hipérbola se prolonga hasta sus puntos de interseccion con sus
asintotas. Encuentre la magnitud OP -OP, siendo P,y P, los puntos de
interseccion y O el centro de la hipérbola.

Si las asintotas de una hipérbola forman un angulo de 2w, demuestre que

tgw =Ve?—1
donde e es su excentricidad.
Hallar la ecuacion de la hipérbola que tiene por focos y vértices los vértices y focos
de laelipse 42 + 9y? — 48x + 72y + 144 = 0 respectivamente.
Encuentre las asintotas de la misma. Grafique ambas conicas.

Determine la ecuacion de la elipse que tiene por vértices los puntos de interseccion
de las asintotas de la hipérbola 9z% — 4y*> — 362 4+ 32y —64 =0 conel eje Y,

3\/3

y que pasa por el punto (T’ 3).

Determine las coordenadas de los puntos, en los cuales la tangente a la elipse:
x? 4+ 4y? = 4 sea paralelaalarecta y = x.



56.

S57.

58.

59.

60.

Respuesta.
1
, Yo = +* —

4
RV V5

Por el punto P(2,7) se trazan tangentes a la elipse 2x2 + y? + 2z — 3y = 2
Hallar las coordenadas de los puntos de contacto.

Respuesta.

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 322 + ¢ +4x — 2y — 3 =0 que
son perpendicularesalarecta z+y—5=10

Respuesta.
r—y—1;3r—-3y+13=0

Dados los focos Fi(2,3)y F(—2,1)y la longitud del eje mayor que es 8,
obtener la ecuacion y los elementos de la elipse.

Respuesta.
1222 — 4zy + 159> + 8z — 60y — 116 = 0

Una circunferencia mavil es tangente a las circunferencias:
C:a?+y? — 4z =0; Co: x> +1y>— 162 —36 =0
Identifique el lugar geométrico que describe el centro de la circunferencia movil.

Respuesta.
3x2 4+ 4y —30x —33=0

Encuentre la ecuacién de la tangente a la hipérbola
22 -2+ 22 +8y—3=0
en el punto (1,4). Determine también las ecuaciones de sus asintotas.

Respuesta.
T—2+T7=0; 2y—4=+2x+1).



