Problemas propuestos Luis Zegarra Agramont

ALGEBRA LINEAL

Problemas propuestos.

1. En R"*!sobre R, dados los subespacios

le{XGRnJrl/.fCl +aa:n+1:0
r2 +ax,1=0

Wo={XeR"" Jazi+azs+ - +az,+Tp11 =0}

a) Determine la dimension de 1 exibiendo una base para ello e indicando el valor
del parametro real a.

b) Determine a de modo que Wi y W, estén en suma directa.

2. Sean S = {uj,us, -+ - u, }y So={vi,ve, - - -,v, } basesde un espacio
vectorial V' sobre R, tales que:
Uy = v
Uo = V1 + V2
Uz = V1 + V2 + U3
Up =V1+V2+ - - + Uy
a) Determine () matriz de cambio de base de S, — 5.

b) Se dice que una base es ortonormal si

L flsii#]
(““”J)_{osm':j



Muestre que si S; es ortonormal entonces S, tambien lo es.

3. Un sistema lineal de 4 x 5 tiene la solucion dada por

[ 0] [ 1] [ 0]
10 -2 -2
X = 0] +1¢ 0| +1ts 1
-5 -3 1

| 4] 2 | 0

a) Exprese esta solucion en una matriz ampliada.

b) Determine la solucion para Xp = {x1, x2, 23}

c) Estudie si existe Xp = {*,x*,x} tal que la solucién para estas variables basicas
sea imposible (justifique su respuesta).

4. Sea A, ysuponga A’A esno singularsi AX =Y determine X aprovechando
paraello la inversade A'A.

1 -1 1
. 1 0 2
Determine X para: A= 1 3 y Y= 4
1 4 6
2 -4 2
5 Sea A= -4 10 -6
2 -6 5}
a) Determine la descomposicion de Cholesky.
b) Pruebe que A es positiva definida.
X
¢) Si f(x,y,2)=X'AX, con X = | y | demuestre que :
z
flx,y,2) =2(x — 2y + 2)? + 2(y — 2)? + 22

(ocupe Cholesky)

6. Analice los valores extremos (max.o min) o puntos silla de la funcién
f(x,y,z):xy2z3(7—:c—y—z), vxay7z>0

Justifique su respuesta con los pivotes de la matriz U'.



8.

10.

11.

12.

Se dice que dos matrices simétricas A y B son congruentessi son matrices
asociadas a una misma forma cuadratica, es decir, 3P no singular, tal que
B = P'AP.

Sea la forma cuadratica F(x,y,z) = 2% — 2y? + 2xy — 6yz respecto de la base
candnica de R3.Calcule la expresién matricial y polindmica de F respecto de la
base de R?, {(1,1,1),(1, —1,0),(—1,0,0)}. Aproveche lo anterior para mostrar
dos matrices congruentes.

Identificar la conica, en caso que sea real trazar su grafico e indicar sus elementos
principales en el sistema original.
322 — 22y + 3> + 2¢/22 — 6/2y +2=0
Considere la matriz
9 6 —3
B = 6 5 —1
-3 -1 6
a) Determine la descomposicion B = LU
b) Demuestre que B es positiva definida
c) Determine la descomposicion de Cholesky y de aqui escriba la forma
cuadratica F(X) = X'BX como suma de cuadrados.
En Ms;., sobre R dado el subespacio W, por
W ={Y € M;5.,/ Y = AX es compatible }
[ 1 2 0 1 1]
-1 -1 1 -2 -3
enque A= 2 5 1 1 0
2 2 =2 4 6
| -1 -3 -1 0 1]

a) Determine los valoresde &k y p adecuadosde modoque [1 2 0 k£ ple€
Ker At

b) Determine una base para I'm A, note que W = Im A.

Sean Ay B dos matrices de n x n con elementos reales definidos por: a; = 1,
V i=1,2,....,onYy aip;=—-1,V i=12,....,n—1.y el resto de los
a;j = 0. Paralamatriz B, b;; =4,V i,j=1,2,....,n.

Calcular: r(A), r(B) y r(BA).



13.

14.

15.

16.

17.

Sea V' un espacio vectorial con un producto interior («a; )

a) Para cada par de vectores «, 8 de V, se define el producto « o 3 por:
ao =2 (a;0). ¢Esta bien definido este nuevo producto interior?

b) Sea k& un numero real arbitrario, si se define el producto « x 5 por:
a* 3 =2 (a;3). Determinar para qué valores de k esta definicion determina
un producto interno.

Sea T; : R® — R?, una T.L. definida por la matriz

1 0 -1
A=1]1 1 0
0 1 2

con respecto a: 51 = {(1,1,1),(0,1, — 1),(0,0,1)}

Determine la matriz de 75 : R® — R*, también una T.L. con respecto a:

S, ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} — S5 = {candnicas de R*}; tal que
(Th o Th)(z,y,2) = 2z, x —y,x +y — 2,0)

En el espacio vectorial euclideo R, se considera el subespacio W que forman los
(1, X9, x3, x4, x5) que verifican a:

xr1 — To + X3 —1/‘5:0
T1+x9—2x3 —4xy — x5=0
201 — 3x9 + 3 — 214 =6

Determine una base ortonormal para W y otra para W+. Hallar también los
vectores en W yen W+ mas cercanos al vector (1,0,0,0,0).

Sea A una matriz de tamafio n x n; sean i, s, ..., x, vectores columna de
n x 1.

a) Demuestre que si los vectores Az, Axs, ..., Ax, son linealmente
independientes, entonces también lo son los x;, zo, ..., x,.

b) Se puede afirmar que si los x;,xs, ..., , son L.I.también lo son

Axy, Az, ..., Ax,, €ncaso que su respuesta sea negativa que se necesita
para que asi lo sean.

Sean



11 REREE
A=1]1 2 1 of, LV::<{ : , }>
1 3 01 A

1 ol |1

Determine %k de modo que Ker A& W.

18. Sea S ={aj,a9, ..., a, } un conjunto ortonormal de vectores en un espacio
vectorial V' sobre un cuerpo K, con dimV =n

a) Demuestre que S es una base para V' y que paratodo vector o € V', se tiene
n
a=> (o a;)q;
i=1

b) Demuestre que || oy + oyl = /2, Vi # ji i,j=1,2,...,n

19. a) Encuentre tres vectores ortonormales 31, 0: y (3 tal que [i, (- sea una base
del espacio columna de

1
A= 0
-2

— = N

b) ¢Cual de los 4 subespacios asociados a A, contiene a (33?

20. Sean ji y v vectores linealmente independientes en R® y sea P el plano a través de
i,y 0. La ecuacién paramétrica del plano es 7 = k pi+tv, k,t € R. Demuestre
que una transformacion lineal 7 : R® — R3 transforma P sobre un plano que
pasa por 0 0 sobre una recta que pasa por 0 o s6lo sobre el origen en R?.;Que se
les tiene que pedira T'(ii) y T'(v) para que laimagen del plano P sea un plano?.

21. Sea A € M, una matriz ortogonal y sea {oy, s, ....,a,} una base ortonormal
para R".Probar que {Aay, Aas,....,A«a,} es también una base ortonormal de
R™.

22. Dados dos vectores fijos, no nulos, «, 3 pertenecientes a R3, se define el operador
(a; 3) por:

(o B)y = a(B7), v €R?
a) Demuestre que («a; ) es lineal.

b) Determine el nucleo.
c¢) Encuentre la matrizde (o;3) relativa a las bases candnicas de R®.

23. 1. La matriz asociada a una T.L. 7 :R3— R?con respecto a las bases
{ar, ag, a3}

y {51,052} es



2 -1 1
=[5 7 s

Encuentre la matriz de 7" con respecto a las bases: {a1, a3, a5} — {f5{, 55}
donde oy =1 +ag; oh=a;+as; ay =asg+
20 =51+ By 2B,=01—5
24. Sea T : P, — P, una T.L. definida por

T(l+t+t3) =2+t—2t2
T2+t—t*)=0
T(t+2t%)= — 1+ 2t

a) Justificando indique si T es invertible
b) Determinar la matriz representativa de 7' con respecto a la base

S={1+t+t32+t—12t+2t*}
y calcule la imagen por T, del vector 3 + 10t + 20¢* ocupando esta matriz.

25. Encuentre los valores y vectores propios de 7%, si T : My — M, €s una T.L.

definida por
a b _ 2¢c a+c
T([c d])_[b—% d }

26. a) Sea A unamatrizde nxn ysea B= P 'AP. Demuestre que Si o €s un
vector propio de A asociado con el valor propio k de A, entonces P~ la es un
vector propio de B asociado con el valor propio k& de A.

b) Sea A unamatrizde n x n idempotente, entonces la matriz solo admite como
valores propiosa: 1 y O.

27. En un espacio vectorial cualquiera se da una base S, mediante
S = {U1, U2, U3, U4, u5}

averiguar si también es una base para el espacio, cada uno de los siguientes
conjuntos de vectores:

S1 = {w1 + ug, ug + u3, uz + ug, wg + us, us + ug}

Sy = {u1,u1 + ug, uy + ug + ugz, uy + uz + ug + ug + us}

28. Encuentre una base para el subespacio W de R*, dado por

W ={(z,y,2,t) /| AX =Y, tenga solucion }



donde:

1 2 3 4 T T
{1 3 4 5 R .
A= 2 5 7 9V X = r3 |’ Y= z
4 10 14 18 Ty t
29. Dado el sistema
azr + ary + azrs + ary, = a?
T+ T2+ w3+ bry = 3b

—2r14+ x9— 223+ (3a—2b)xy =0

a) Mediante el rango justificar los distintos casos de solucion del sistema, segln
sean los valores de las constantes a y b.

b) Resolver matricialmente( no por ampliada) indicando los valores de ay b
adecuados tal que Xp = {x9, 24}

c) ¢(Es posible resolverlo en el caso que Xp = {x1, z3}? (justifique)

30. Sea

A= ,con a#0,b#0yY c#0

oo O
S O e
o0 O

a) Probar que es A es invertible.
b) Exprese A como un producto de matrices elementales.

1 2 1
31. Sea Ar=14 8 Kk>—-5k—2
3 k 3
a) Paraque valoresde kelrangode Aes: 1,2 03.
b) Apoyandose en a) resuelva cuando sea posible el sistema

T, + 219 +x3 =1
4$1+85B2+(k52—5k—2)$3 = k?—?
3171 + k.ﬁL‘Q —|— 31’3 = %k‘

c) Para que valor de k, el sistema dado en b) no tiene solucion.
32. Si a+ B+~ = 0 demuestre que

1 cosa cosf3
cos 1 cosy| =0
cosfB cos~y 1



33.

34.

35.

36.

37.

Sea A =[a;;]de n xn talque a;; = { 1 ‘o :: if’; demuestre que
; =

n

[Al=a-a- - ~a,- Y &, donde ag =1
Jj=0

Determine los valores de a y b de modo gue el sistema

Ty — 29+ 2x3 — bxry =0
2x1 4+ 319 — 23+ 3bxy =0
3r1+ 2x9 —axs — 2bxy =0
3r1 + 2axy + 3x3 =0
tenga infinitas soluciones, indicando en cada caso de solucién el nimero de
parametros.

Ocupando la inversa de una matriz cuadrada, resuelva el sistema dado.(Como
sugerencia considere x3y x5 COMO parametros)

221+ x9 — 10 23 +20x; =10
41 — a9+ 203 — 24+ 1025 = 20
2$2— 5$3—1’4+ 20(L‘5 =30

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, en caso afirmativo
demuestre y en caso contrario dé un contra ejemplo.

a) El conjunto de las matrices singulares es un subespacio del espacio vectorial de
las matrices de n x n.

b) Si u es C L. de los vectores wu;, i =1,2,....,n Yy cada u;es C L. de los vectores
vj, j=1,2,....,m, entonces ues C L. de los v;.

c) El conjunto formado por la interseccién de un plano y una recta cualquiera en
R3, es un subespacio de R3.

En M- sobre R, dado el conjunto

1 -1 2 -1 1 0
s={lx b5 i) o))
a) ¢Para que valor de k, S es linealmente independiente?

1] . . S
b) Muestre que el vector {(1) 3} siempre és combinacion lineal de los vectores

de S.
c) ¢Es cierto que el sistema: 20 —y+z =0

2y4+2—t=0
es equivalente al subespacio (.S )?



38. Sea T; : R® — R3, una T.L. definida por la matriz

1 0 -1
A=11 1 0
0 1 2

con respecto a: 5, = {(1,1,1),(0,1, —1),(0,0,1)}

Determine la matriz de 75 : R® — R*, también una T.L. con respecto a:
S, ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} — S3 = {candnicas de R*}; tal que
(TZ o T1>(l',y,2) = (21’,33 -y + y—= Z,O)

39. Sea

1 -1 2 4
A=12 -1 3 1
5 —4 9 13

a) Determine la dimensién de: Im A y de Ker A'
b) Encuentre una base ortogonal para Ker A

40. Sea T : P; — P, una funcion por
T(p(z)) = p'(z), Vp(z) € P

a) Demuestre que 7 esuna T'.L.
b) Determine la matriz representativa de 7", con respecto a las bases:

Si={l+z+2’+23 1+z+2*1+x2,1}deP3y
Sy ={1,1+2x,1+ 2z + 3z*} de P, respectivamente.
¢) Ocupando matrices representativas, hallar p (x) si p’(z) = 6 — 2z + 22

41. Sea Ty : R?® — R3, una T.L. definida por la matriz

1 0 -1
A=11 1 0
0 1 2

con respecto a: 51 = {(1,1,1),(0,1, — 1),(0,0,1)}
Determine la matriz de 75 : R? — R*, también una T.L. con respecto a: So — S3

donde: S, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y Ss = { Candnicas de R*}

y tal que:
(TZ o T1>(l',y,2) = (21’,33 -y +y - Z,O)



42. Dada

-1 3 0
A= 3 -1 b
a 0 2

a) Determine los valores de a y b de modo que el vector (1,1,1) sea un vector
propio de Ay luego encuentre los otros valores y vectores propios

b) Para los valores de ay b encontrados en a) digasi A es diagonalizable,
fundamente su respuesta.

43. Sea T : P, — P, una T.L. definida por
T(l+t+t3) =2+t—2t2
TR2+t—t)=0
T(t+2t?) = — 1+ 2t2

a) Justificando indique si T es invertible
b) Determinar la matriz representativa de 7" con respecto a la base

S={1+t+t*2+t—12t+2t*}
y calcule la imagen por T, del vector 3 + 10t 4 20¢? ocupando esta matriz.

44. Sea T : Myy — Myy una T.L. definida por

a by _ 2¢ a—+c
T([c d])_[b—Zc d ]
Encuentre los valores y vectores propios de 7—*

45.a) Sea A una matrizde nxn ysea B = P !AP. Demuestre que si « es un
vector propio de A asociado con el valor propio k de A, entonces P~ la es un
vector propio de B asociado con el valor propio k& de A.

b) Sea A unamatrizde n x n idempotente, entonces la matriz solo admite como
valores propiosa: 1 y O.






