Ejercicios resueltos Luis Zegarra A

CALCULO Il

Calculo en varias variables

1. Funciones de varias variables. Dominio y recorrido. Curvas de
nivel

1. Dada la funcion

T
flz,y) = NeTETES
a) Determine el dominio de la funcién y dibuje un gréafico de éste.

b) Encuentre y grafique las curvas de nivel, para f(z,y) = 1,2,0.

Solucién.
a)
Dom f ={(z,y)/ 2z —y+2>0}
y
2¥—y+2:0
i
—// - s

b)

T

V2r—y+2

X

2z —y+2

—leoy= —a+2r+2, conz#0e y#2

1
=2&y= —1x2+2x—|—2, con z#0ey#2



T

V2r—y+2

=0 x=0,con 22 —y+2>0=y<?2

2 .
2 sea o= d i S (@) # 0.0
0 si (z,y) =(0,0)

a) Demuestre que f(l, l) = f(x,y) y dibuje la curva de nivel f(z,y) =1,

ry
V(z,y) # (0,0)

b) Estudie la continuidad de f(z,y) en el origen.

Solucién:

¥
R =
+
b) £(0,0) = 0, existe
Tomando la trayectoriay = mxz, m € R
2zy . 2zmx . 2m 2m

m ——= = 1lm =
(z,y)—(0,0) 2+ y2 =0 12 + m2x? 2—0 1 4+ m?2 1+m?

. 2
El limite depende de m, y param # 0 = 1 +n:n2 # 0 por lo tanto f(x,y) es
discontinua inevitable en (0, 0) pues no existe lim )f(x, Y).

(z,y)—(0,0



2. Limites y Continuidad.

1. Demuestre que la siguiente funcion no es continua en R?,

r+y

fan) =4 VEr P (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Solucion.
Es suficiente tomar la trayectoria y = max, m € R; entonces

. 1 1
TN R S

lim f(z,y) = lim —— -
(2,y)—(0,0) (@9) =0 \ /22 4 m2x2 =0 vV 1+m?2 vV 14+m2

el limite depende del pardmetro m, por tanto no existe cuando (z,y) — (0,0),
entonces la funcidn es discontinua inevitable en el origen.

3. Derivadas parciales. Interpretacion geometrica.

1. Sea
322y
flz,y) = 2t + 42
Calcule :  £,(0,0), f.y(0,0).

Solucién.

2
f(h,0) = £0,0) _ . iitsor — 0
h h—0 h

&) £0,0) = lim
¥(a.y) # (0,0).

6zy(x* +19°?) — 3x%y42® 62y — 625y
folz,y) = ( ) =

=0,

(x4 + y?)? T (a4 y2)2
Por tanto,
6-0k3—6-09k
f:gy(o,O) = lim f ( ’ ) f ( ) — lim (01+k2)? 0

k—0 k k—0



4. Derivadas parciales de orden superior.

— Tty
1. Sea w = f(u,v) una funcién diferenciable donde, {z_ jf”‘y

2 2 2
48w_672$[8w 8w]

d t = z - T
emuestre 90 0u 22 8y2
Solucion:
dw _ Jdwix n ow 0y
ou Oz du Oy du
donde
1
u=e"V @x—l—y:lnu} L= 5””“‘“””)
= et Y —y = 1
v=e Sr—y=Inu _ §(lnu—lnv)
Asi:
dw_Owl owl 1 Jw du,
ou Ox2u Oy2u 2u Oxr Oy
luego:

0*w 1 0*w oz 9*w @ Pw dxr  9*w dy

dvdu  2u ' 0x? v +8ac8y ov +8y8x %+ oy? dv

0w 1 {82w B 0% w n 0w _Bzw}
Jvdu  duv " Oz2 Oxdy  Oydx  Oy?

finalmente de aqui
2 2 2
PR :e—%[a_w_ a_w]
Ov ou 0x? 0y?

5. Incremento total y parcial. Diferencial total. Plano tangente.
Diferenciabilidad. Aproximacion.

1. Sea



32y
f(x,y) = ¢ 2t + 42
0 si (z,y) = (0,0)
Demostrar que f(z,y) no es diferenciable en (0,0)

Solucién.

Es suficiente probar que f es discontinuaen (0,0)
.CC2y
lim = lim(lim—=)) =1lim0 =0
(2,y)— (0, O)f(x ) = x—»O(y—>0 xt +y2)) 2—0
Tomando y = 2,z — 0 = y — 0, resulta
3zt 3

lim = I| =
(2,y)—(0,0) flay) = -0zt +xt 2

Por tanto como 0 # % el limite no existe y la funcion es discontinua inevitable,
con lo que f no es diferenciable en (0,0).
Sea f una funcién diferenciable, y consideremos la superficie z = x f(g).

T

Probar que el plano tangente en cualquier punto P, (zo, yo, z0) de la superficie
pasa por el origen.

Solucion.
La ecuacion del plano tangente en Py(xo, yo, 20) €S

S = g (R =) + g—;@oxy ~ ), con 2 =20/ (70)
8,2 Y Y Yy 82 Yo Yo ., Yo
%Zf(;)+ﬂff (5)(——) 8:(:(P0> f(af_o)_a:_of (:13_0)
Oz = Yyl 0z 10 Y0
oy z f (5)(;) = a—y(Po) =f (96_0)
Asi,

2=z = f(2) = L (R —w) + /(2 ")y~ wo)
Z( T )

Ahora si el plano pasa por el origen, el punto O(0, 0, 0) debe satisfacerlo, es decir

) = 2 ED](0 = 20) + £/ (2 )0~ y0) =

Zo Zo Zo

= a0 () =0 f /() = 0—anf (5) = 0— 2

0



3. Sealasuperficie z = f(x,y) definida implicitamente por

22+ zlog(x® + y*) +y* =8
Determine la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie en el
punto (1,0,2)

Solucién:

La ecuacion del plano tangente en el punto (1,0,2) es:

0z 0z

—2=—(1,0,2 —1 —(1,0,2 -0
=22 5o (1L02) (0= 1) + 52(1,0,2) (y = 0)
donde:
1 2
%__%__ T2y é%(l()?)——l
or %_ 322 +log(x? +42) Oz 3
IF ! 2y + 2
O _ oy _ &4y y:%um)—o
dy 9L 3224 log(x?+y?) Ty T
Asi:
1 ., .
z—2=—§(x—1) es la ecuacion del plano pedido.

., 1
Ahora, la direccion de la recta normal es (g, 0,1) y como pasa por el punto

., —1 -2
(1,0,2) su ecuacion resulta ser: z — = : Y= 0
3
4. Demuestre que la funcion
x2y3 .

— sl (=, 0,0

flzy) =9 222 + 42 (@) #(0,0)
0 si (z,y) =(0,0)

es diferenciable en (0, 0).
Demostracion.

(Forma 1)



Aplicando la definicion de diferenciabilidad en (0, 0) se tiene,

z%y° of of
— 10+ —(0,0 —(0,0
(2.5)—(0,0) NZERT ’
(Ax)%0?
of . sagge 0 of
donde: —(0,0) = lim —~——— =0, analogamente —(0,0) =0
6:5(’ ) Az—0 Az ’ 9 6y<’ )
Asi resulta:
( I)ingoo)%, este limite debe valer 0, luego por la
I7y—> b
definicion

2*yPly |
(Ve > 0) (36 > 0) (0< \/x2+y2<6> = (\(2x2+y2)m—o\ <e

Buscamos ¢ adecuado Ve > 0 dado, luego

2,2
Yy | — ) . _
ety ycomo |y| < v/z2+y* A a? < (2 +y) setiene

z?y?ly | _ (2® 4+ y*)*/ x> + 2 _ (z? +y*)? SN
DN R T R R

Pryt<e=é=,/c

(Forma 2)
Probando la continuidad de of A 9f en (0,0)
or 0Oy
Note que
2¢°
0
8_£ — (2x2+y2)2 Sl (:C,y) # (0,0
0 si (z,y) =(0,0)

Nota.



of

El cadlculode —=
ox

(0,0) debe hacerse como en la forma 1

Por probar que
5
lim

S —
(2,9)—(0,0) (222 + y?)?

5

/2 2 2y
24 y | 3 2a? + 42)2\ /2 ¥ ¢
(222 + y?)? (222 + y?)?
/ 2 2
pues{|g|< 21; J;y = JVri+y? <5 =>0=5
y* < (2" +y7)
of

Analogamente para — .
Ay

En efecto:

< &,

5. Determine el valor de la constante A manera que la expresion
(Ax + 2%y) e dx + 23e™ dy
sea diferencial exacta. Enseguida, encuentre la funcion original f(x,y)
Solucion.

Se debe exigir que:

— (&P

Q(Aib + 2%y) "V = 5

dy
rre™ 4 (Az + 2%y) o = 32° + 2P + 2Py
2+ A 23y =322+ 2y = A=2
Asi, (2z + z%y) e®™ dx + x%e™ dy por tanto se debe tener:

% = e+ 2y)e™ (1) y g—f = 2%e™ (2) de donde integrando (2) con
T Y

respecto a y considerando z constante se obtiene f(z,y) = x%e™ + C(x)

considerando = constante se obtiene f(x,y) = z?e™ + C(z) =

% =2ze™ +2’ye™ 4+ C'(z) = C'(z) = 0= C(z) = K (constante)



luego: flz,y) = 2% + K.
6.- Demuestre que el volumen del tetraedro limitado por el plano tangente a la
superficie xzyz = a3, a constante, en un punto cualquiera de ellay los planos

9
coordenados es 3 a’

Demostracion.
Supdngase x,y, z > 0 y siendo p, qy r los interceptos con losejes X, Yy Z

respectivamente se tiene:

3 3 3

a’> 0z a 82_ a
ya?’ 9y xy?

2= —; —
xy Ox

Ecuacion del plano tangente en Py(zo, yy, 20)

a3 CL3 . .
z—2)0 = — ——(x —x9) — —(y — yo), intersecando con los ejes se
Yo Ty Zo Yo
tiene:
a’ _ ToYozo + a’

r=pAz=y=0= (p—x) = p =31

T
Yo Ty ZoYo

y=q Nz=2=0=q =3y

3a’
z=r N x=y=0=1r=——, noteque xoyozo=a3

ZoYo
] 1 3> 9
Asi: V= 23z03y0 2 = 243
6 Toyo 2

7. Demostrar que la suma de los cuadrados de las coordenadas x,y,z de las
intersecciones con los ejes coordenados, de cualquier plano tangente a la grafica
de:

es constante.

Solucién.
2 2 2 2
Sea F(z,y,z) =x3 +y3 + 23 —a3 = 0, entonces
N _1
VE(x0,y0,20) = (%% ’,

2
3
L2 22
Como P, pertenece a la superficie, = + y; + 2}



Asi la ecuacion del plano tangente es,

<§x(;§) %y()_sv %ZU—E> (55_75079 y07z_20) 0
o2 22 1
Intersecando con el eJe Xy=z=0=>z=xi(z] +y;j +2;) =xjas,
Analogamente: y = yia}, 2 = zja}
Con lo que
g, 2 2 2 4 2
22+’ 422 = a:oas —l—yoas —{—zoas =a3(zd +yj +2)) = asas = a?
6. Derivada de la funcion compuesta. Derivada direccional.
Gradiente.
1. Sea w = f(x,y) diferenciable, donde = = pcosf, y = psen6
a) Demostrar que (Z—ZU)? + (%)2 — <<2_@:)2 %(z_z)?
w0 10w
b) Calcule e + a—p(;%)
Solucion.
Ow  Owdzx  Owdy 8w ow
2) 8—,0 or 8p 8y op oz © 0s0+ 8—y send
dw _ Jw dr | 0w Jy _8_w sen0+— cos ¥t
90~ 9r 90 9y 00 oz © ay "’
(2—1:) + %(g—?)? = (cos*0 + 56712(9)(2—:)2 + (sen?6 + 00829)(88—1;)2
0w, 0w,
b) (9_w = w, cosf 4+ w, sen 0
ap ‘
Pw  Ow ow
= T 050+ —Lsend
202 ap + p Y sen
ow, 0r  Ow, 0y ow, 0r  Ow, Oy
= == eosh+ [ =L == + ¢ Hlsend
oz a5 Ty 9,0 e 5, T ey 9,5
Pw Pw  Pw
= 2 “— 1
= 5.2 008 0 + 2 senfcos eﬁy&rf + 3y sen”0 (1)



2.

0 (10w = g(—wﬁsene—l—wycosﬁ)

o5 00) = B
ow, Or  Ow, Oy

= o 9t oy 005" e 8o T oy 9,
2 2 2
= — 2715 cos fsen 6 + ayg; (cos*0 — sen?0) + 8—;;) senbcos 0
Pw 0 10w, Pw, 0*w
4y (= = — 2 2
e + 8p(p 80) 52 (cos™0 — cos Osen ) + By0n (sen26 + cos20)

2

+ %(sen%’ + senfcos )

a) Dada f(z,y) =9 — 2% — %2, hallar un vector unitario % ortogonal a

ﬁf(l, 2) y calcular D; f(1,2) . Discutir el significado geométrico del resultado
3

b) Calcule la diferencial de f(x,y) = ylog x>0,y>0enel

2 4 y?’
punto (1,1)

Solucion.

a)ﬁf(x,y) =(—2z, —2y) = §f(1, 2) =(—2, —4), un vector ortogonal
a (—2,—4) es (—2,1) yunitario resulta ﬁ( —2,1)

Dif(1,2) =Vf(1,2) - L(=2,1) = (-2, —4) 2=(-21)=0

S

3

y
b) df =yl
) df ylog 5

2?2 + % 3xy(2? +y?) — 23y 2w

df = d
f=y 3y (22 +y?)? v
log by Ly ? +y? (2 +y?) — 2y 2y dy
:1:2 + yQ 5(:32/ (.’E2 + y2)2
y (z* + 3y?) 2y z? —y?
df =222 T2 ) g 4 d
/ x2 49?2 x+[oga:2+y2+x2+y2] Y

Evaluando, resulta

dszda:—l—lOg%dy



3. Hallar la derivada direccional de la funcion f(x,y) = log(z? + %°) enel
punto (1,2) y en la direccion de la tangente a la curva y? = 4z en dicho punto.

Solucién.

. R . 2z 2
D;f =Vf(1,2) -4, donde Vf(z,y) = ($2+y2’$2 f:y2) =

VI,2) = (5, 3)

Caélculo de u (vector unitario)

2 dr

t
Seay=t =r(t)= (Z’t) = = (5, 1), por otra parte (1,2) =t =2

1
luego (%)t_F(l,l) = u=—=(1,1) portanto D, f = §\/5

/2 5

4.- Sea f(x,y) = x290(£) + w(g), demuestre que:
Yy T

z? % + 22y a((fgy + 3 Zingf = 235290( )
Demostracion.
F = 200C)+ a2 )+ w' (- B
% —20(5) + %xso'(g) + %w'l(g) + ;?w’<§) + z_i¢,,(%)
?9_5 = - ;—2&(%) + %w/(%)
giy{ = %Sw/(i) z—iw”(g) - % ")
de donde resulta: z? % + 2zy ;:gy +y° %‘z = 22%p(>)

5. Sea w = f(u,v) una funcion diferenciable tal que z =2u —ve y = 2u? — uv



DN | =

demuestre queenelpunto z =1, y= —

0w B 182w+ 0*w B 8_w_28_w
dzdy  20u®  Oudv  Ou ov

Demostracion.

y=u(2u—v):ua::>u=y Ao=2Y 2
x x
Ow_0wou  dwdv w1 ow?
oy Oudy Ovdy Oux Ovzx
82w — _ia_w+l 82—’(,0@_’_ 82w @]_Ea_w_,_
dzdy  220u  x Ou? Ox  Oudv Ox'  x? Qv

2[ 0w %4_82_10@]
Oovou 0x  Ov? Ox
82w__i8_w+1[82_w< y 82w(_£_)]_38_w E[
oxdy  x20u  x Ou? Oudv x? 22 0v

Xz

0*w Y 0*w Y
O+ - L
dvou ( :r:2> + ov? ( 2 )

1
de donde evaluandoen z=1¢e y= — 3 resulta

0w _182w+ 0w _8_w_ 8_w
0xdy  20u®  Oudv Ou ov

6. Un insecto se halla en un ambiente toxico. El nivel de toxicidad, esta dado por
T(z,y) = 22> — 4y*. El insecto estien ( — 1,2).
a) ¢En que direccion debera moverse el insecto para que se aleje lo mas rapido
posible de la toxicidad?
b) En la curva de nivel apropiada, ubique y dibuje el vector gradiente ﬁT( —-1,2)
c) ¢Cual es la razon de cambio de la toxicidad del ambiente en el punto ( — 1,2) en

. ., 1
la direccion —( —1,2)?

V5

Solucioén.

a) Sepide VI'(—1,2); VT (x,y) = (g—z g—z) = (4z, — 8y) =

VT(—1,2) = (—4, —16). El insecto debera moverse en la direccién del vector



(—4, — 16) para que se aleje lo méas rapido posible de la toxicidad.

b) En (—1,2) setiene T(—1,2) = 2( —1)* —4(2)? = — 14 luego la curva
yQ 2
de nivel es: 22% —4y? = — 14 & =

x .
35 T = 1 (hipérbola)

(fig.)

c) Larazon de cambio de la toxicidad del ambiente en el punto (—1,2) enla

direccion ﬁ( —1,2) esla DyT(~1,2), siendo @ = —=(—1,2)

- 1 28
DiT(=1,2)=VT(—1,2) @= (-4, —16) —=(—1,2) = — —
( ) ( ) ( )\/3( ) 7
. of of
— . — 2 o 2 —_— = — =
7. Si z=zy+ f(u,v); u=2x> A v=y"tal que 9% — By 1
a) Demuestre que y%—w%:gf— 2
ox oy
02z 0%z
b) Calcule A_@_M
Solucion.
0: L 050w 0fou_ 0, Of . 0f
) 6:1:_y+8u8x+8vax_y+8u2x+8v0_y+8u2x
0=, 0fou 0f0v_  0f 05, 0f
8y_x+8u3y+3v8y_x+3u0+8v2y_$+302y
0z 0z ﬁ _ ﬁ 22 ﬁ_g
Y5 fcay—y(y+au2w) o(z+ 5-2y) =" — a4 2wy(50 — o)
0z 0z 2 9 9 9
Y5y xay—y x* 4+ 2xy(0) =y —x
of of 0z _ *z oz
b) Como %_%_1:>%—y+2x:>w—2Aayaw_1,luego
2 2
L I SR
ox? Oyox

8. Encuentre la derivada direccional en el punto (1,0) de la superficie

flx,y) =zl +z)+y°



en la direccion de larecta AB donde A(2,1)y B(1,2).

Solucioén.

—

Ladireccibnes i = AB=b—d=(—1,1)=>0=2-(-1,1)

Ahora Vf(z,y) = (e¥ 4 2z, —xe ¥ +2y) = V

Luego Vf(1,0)-a = (3, —1)-%(—1,1): =4

Sea F'(z,y) una funcion tal que

oF oF 1 1
—ze ¥V N — == — g2V

Oz ody y 2
Se define W (u,v) = F(uv,logv), v > 0. Demostrar que:
O’F  0°F
oyoxr  Oxdy
FW 1w
oudv v Ou

(a)

(b) 0

Demostracion.
a) De inmediato,
0*F y 0*F
= — e =
0yox 0xdy

F F
a—d:)s—i-a—

b) Considerando a), existe F'(z,y) talque: dF =
Ox oy

Integrando = xe Y conrespectoa x resulta,

oz

dy, asi

1
F(x,y) = §$2€_y +C(y) = — = — =z"e ¥+ C'(y), pero

OF 1 1, _ 1

- e Y, entonces C'(y) = = = C(y) =logy + k

Oy vy Yy
luego,
1
F(x,y) = 5:1026_3’ +logy + k
Ahora,

1
W (u,v) = F(uv,logv) = §u21126_log” + log(logv)

1
= §u2v + log(log v)

entonces,



ow 1., 1 0*W

v 2" + vlogv = duow
ow
8—11, = uv
finalmente,
PwW 10w 1
v wou Uy

Derivacion implicita. Jacobianos. Dependencia funcional.
Funciones homogeneas.

a) Sea z = f(x,y), dada por las ecuaciones

r=u+w, y=u?+0 z=ud+0v3, (u#v)
0z
encuentre —
ox

b) Dadas las funciones u = 2sen’zy + 1, v = 6 — 4cos’zy, (existe dependen
cia funcional entre uy v?, Si existe encontrarla.

Solucion.

a) (Formal)

Consideremos las variables wu,vy z en términos de x e y, entonces:

9. J(ESD Poubvoe
5 = = con ¢ G =u?+0’—y
r J( 0,2 H=u+v—2
pero,
F, F 1 1 -1
F,G,H n fw 3 2u 2
J(————)=|G, G, G,|=|2u 2 0= — 3u2 37)2
U T H, H, H,| [3u® 3 0 v
= 6uv(u — v)
F, F 11 0
FGH u v z
Iy =6, 6 Gl=2m 2 0 =)
bt 2 H, H, H.| [3u® 3 -1




=2(u —v)

dz  buv(u—v)
luego 9 u—v) 3uv

(Forma 2)
Expresando z en términos de z e y

z=u?+v3 = (u+v)(u? —uv+v?) = (y — uv)

pero  z? = v’ + 2w + v = wo = (2% — (u? +0%)) = (27 — y)

st 2= aly— Ya? ) = Joy— o
0z 3 o 3, ) N
luego ax_Z(y x)—z(u +v°— (u+v)) = —3uww
b) Calculamos

4y senxy cosxy 4w senxycosry | 0
8y cosxy senxy 8T cosrysenty|

U,V
L,y
luego existe dependencia funcional entre vy v, como

Uy Uy
Uy Uy

J(

)=

1
u=2sen’zy +1=2(1— cos’zry) + 1 =3 — 2cos’zy = v

Dado que 2 + 4 + 2> = f(az + by + cz), demuestre que

(cy—bz)%—l—(az—cz‘)g—;:bx—ay

ox
Solucion.
Sea F=a?+y*+ 22— f(u) =0con u=ax+ by + cz
dz  F,  2x— f'(u)a
sabemos que - E m,
L z_ F, 0 2y—f(wb
también oy~ E %~ Flae Flu)e luego
(cy—bz)%+(az—cw)g—; =
2z — f'(u)a 2y — f'(wb
— (ey —b2) 2z — f'(u)e — (a2 —ca) 2z — f'(u)c

de donde simplificando se obtiene



_ 22(bx —ay) — f'(u)(bx —ay) r—a
- 22— f'(u)e S

Sea f(x,y)una funcion homogenea de grado n, n € N, demuestre que

8(fx7f) _ a(fva)

oy Yoy

Demostracion.

f(z,y) una funcion homogenea de grado n = =z f, +y f, = n f, derivando
sucesivamente con respectoa xy a y Se tiene:

fot @ foatyfye =nfe (1)

T foy+ fy+y Ly = nfy (2)

multiplicando (1) por f, y (2)por f, e igualando

fofy+ @ fou fy+ Y foo = @ foy fo+ fy fo +y [y fo  de donde asociando
T foafy = foySo =YLy fo =y Sy ty

x(fm: fy - f:ryfx) = y(fyyfr_ fya:fy) = T =

Maéaximos y Minimos.

Determine todos los: maximos, minimos y puntos silla, en R x R de la funcién
z =1y —3yx® —3y> — 322 + 1
Solucion.
Zp = —brxy—6r=0=>2=0Vy= —1
2, =3y =32 —6y=0& 1> —2?—2y=0
Siz=0=y=0 V y=2,luego P1(0,0), P»(0,2)
Si y= —1=2= ++/3, deaquisetienen P5(/3, —1)y Pj(—+/3, — 1)

—6y—6 —O6x

Hz=1" 60 6y—6

, por tanto

En Py(0,0), |H1| = — 6y |Hy| = 36,entonces z(0,0) = 1, es un maximo.



En P5(0,2), P3(v/3, — 1)y Py(— /3, — 1) son puntos sillares pues para cada
punto |Hs| < 0.

2. Hallese tres nUmeros positivos x, ¥, z tales que su suma sea 30 y la suma de sus
cuadrados sea minima.

Solucion.
Se trata de minimizar f(x,y, z) = 2% + y* + 22, sujeto a la condicion
r+y+z=30
Forma 1l
Min. g(z,y) = z* + y* + (30 — x — y)?, de donde
9 =2x—-230—z—y)=0
9y =2y—2(30—2—y)=0

asi se obtiene: = = y = 10 y por tanto z = 10
4 2
Hyg = {2 4} ycomo |Hy| =4y |Hs| =12, entonces en el punto

Py(10,10,10) lafunciéon f tiene un minimo que es 300.

Forma 2
Mediante Lagrange, es decir

L(z,y,2,\) =2+ + 22+ XMz +y + 2 — 30)
L,=2x+X=0
Ly=2y+A=0
L.=224X=0
L,\:a:+y+z—30:0
restando entre si dos a dos las tres primeras ecuaciones resulta x =y = z
Asi de la cuarta ecuacion se obtiene r =y=2=10y A= —20

9. Multiplicadores de Lagrange



1. Determine los extremos absolutos de la funcién
flz,y) = 22% + 3y* — 4
enel conjunto D = {(z,y) € R? / 22 +y? < 5}

Solucioén.
1) Primero hallemos los puntos estacionarios dentro del circulo, para lo que

fo=4r—4=0

fy =6y =0
de donde se obtiene el punto Py(1,0).
Analizando el hessiano de f en dicho punto, se tiene
4 0
|Hi|=4>0Yy |Hs| =24 > 0, entonces f tieneen P, un minimo

cuyo valores —2.
2) Segundo analizamos los puntos sobre la frontera de D, para lo que formamos

la funcion de Lagrange,
L(z,y,\) = 22 + 3y® — 4o + \(2% + 3* — 5)

de donde,
L,=4x—4+4+2\x =0
L,=6y+2\y=0
Ly=2>4+9y*-5=0

resolviendo el sistema obtenemos:

para \ = %(\/5— 5), los puntos Pl(\/g, 0)y Po(— V5, 0)
para A = — 3, lospuntos P;(—2,1) y Py(—2, — 1)

como D es un compacto el méximo absoluto se obtiene para los puntos P; 0
P,y cuyo valor es 19 y el minimo absoluto el el punto estacionario P, con un

valor de — 2.

2. Determine los maximos y minimos de la expresion z? + y* sujetos a la condicion
322 + 4xy + 6y* = 140. Interprete geométricamente los resultados.

Solucién.



Sea la funcion de Lagrange:
L(z,y, A) = 2 + y* + A(3z? + 4zy + 6y — 140)

L, =2z +6Az+4\y = (1+3\)z+2\y =0 (1)
Ly =2y+4 x4+ 122y = 2 z + (1 +6\)y = 0 (2)
Ly = 32% + day + 6y® — 140 = 0 (3)
143X 1
De (1): y= — ;\ T, en (2):2>\x—ﬁ(1+6>\)(1+3>\)x:0 =

[4X\% — (1 4+ 4X)(1 + 6))]z = 0, x debe ser distinto de cero puessino y =0y
la ecuacion (3) no se cumpliria, por tanto

N | —

1
402 — (1 +6X)(1+3)\) =0 dedonde \; = -z Ay = —

: 1
Si M = — = =y =2 en (3) resulta Bt =140e = +£2=y= F4

entonces se tienen dos puntos criticos que son: Py(2, —4)y Py( — 2,4)
Asi, f(£2, T4)=(£2)2+(£4)=20.

. 1 1 1
Si Ay = —§:>y: —§x,en (3)resulta x = + /56 =y = ¢§\/56

tambien se tiene dos puntos criticos que son: Ps4( £ /56, F %\/ 56)
. 1
Asi, f(+£+/56, F 5\/56) =70

Luego, como la region 3x? + 4xy + 6y> = 140 es un compacto, entonces
los extremos de la funcion z? + 3? son: 20 es minimo de la funciony 70
Su maximo.

Interpretacion geométrica:

Laregion 322 + 4zy + 6y*> = 140 es una Elipse centrada en el origen (0, 0),
cuyos semiejes forman ciertos angulos con los ejes coordenados, al minimizar
x? + y? estamos encontrando la longitud de los semiejes menores, pues la
distancia desde el origen a ellos esta dada por \/9027+y2 es decir dicha longitud

es 1/20.

Analogamente los otros puntos son los vértices de la elipse y la distancia 1/ 70 es
la longitud desde el origen (0,0) a estos puntos.

3. Un pequefio industrial produce dos tipos de herramientas, cuyos costos son $ 100
$ 200 la unidad, si los precios de venta son x; y x» por unidad y las cantidades
vendidas z; Yy 2o (en unidades) son respectivamente.



z1 = 250(xe — 21) + 32000

29 = 250(x1 — x9)

Determine los precios que hacen maxima la ganancia del productor, siendo
21 2>20,202>0,21 >0y 202>0

Solucion.
La funcién gananciaes G(x1,x2) = (x1 — 100) 21 4+ (z2 — 200) 29

0 bien
(?(xl,aa) ::($1'—'100)[250<la —'211)'+'3200]4—(l@ —-200)25O(x1-—-x2)

Asi:

oG
5o = 250(22 — 221) + 32000 + (21 — 100)( — 500) + (2 — 200)250 = 0
1

2

De donde se obtiene z; = 114 y xo = 164 punto critico que no se considera pues

29 = 250(114 — 164) < 0 contradice una de las hipotesis

Analizamos los extremos de G/(x1, z2) en las fronteras de su dominio.

128F-----

e Xg-2%,+128=0
1

L L
B4 128 *

Xy-%a=10

- 123

El dominio lo forman: z; >0, zo >0, 21 > 0y 2z, > 0 ver fig.
Vértices del dominio (0,0), (64,0) y (128,128)

I) $2:0,0§1)1§64



G = (z1 — 100)[250( — 221) 4+ 32000] — 200 - 250

G = 250( — 221) + 32000 + (z; — 100)( — 500) — 200 - 250
G=0=>x1=32, 20=0

G"(32) < 0 = max. en (32,0), pero G(32,0) < 0 critico que

no se considera pues resulta una ganancia negativa

1) 2o = 22, — 128, 64 < 21 < 128

G = (2z, — 328)250( — z1 + 128)

G’ =2-250( — zy + 128) + (2z, — 328)250( — 1) = 0 =
71 = 146 ¢ [64,128]

Note que en [64, 128], G es creciente con G(64,0) <0y G(128,128) =0

)z =29, 0 < 2y <128

G = (x; — 100)[250( — 1) + 32000]

G' = [250( — z1) + 32000] + (z; — 100)( — 250) = 0 =
1 =x9 = 114, G" = — 500 < 0 = max.

por tanto G(114,114) = 49000 resulta ser la ganancia méaxima.

4. Se necesita transportar 40 m3 de aridos. Previamente, debe fabricarse un contenedor
con forma de caja, sin tapa, el material de los lados opuestos cuesta $10000, por
m?, y el material para la base y los otros dos lados cuesta $5000 por m?. Cada viaje
del contenedor lleno cuesta $4000. Determine las dimensiones del contenedor para
minimizar el costo total.

Solucion.

Si el contenedor tiene dimensiones z, i,z en metros, su volumen es zyz m?,

luego hay que hacer , el costo de los viajes es , el contenedor

Yz Yz
costard xy 5000 + 2xz 5000 + 2yz 10000



160000
Costototal : C = f(x,y,2) = + 2y 5000 + 222 5000 + 2yz 10000
Yz

160
= 1000 (— +5wy+10x2+20yz)
Yz

160 0
Cr=—-—5—+5y+102 =0 = ——=5y+10z (1)

TeYz TeYz

160 160
Cy= ——5+52+202 =0 = —— =52+20z (2)

TY“z TY“z

160 160
C,= — s +102 +20y =0 = > =10z +20y  (3)

Yz TY Z
1 242
Q:g_y+22 :f;Q:E:y+2z:2+z:Z:§
(2) r  x+4z 2" (3) r  2zx+4y 4z 4

160 5 10 ;
de donde 2 §x+zx =0 =2 =1256=3.0314; y =1.1557y
x —_
8
z = 0.7578
Maximice
flay)=in(z+1)+y

sujeto a las condiciones 2¢4+y <3, x>0,y>0
Solucion.

Note que el gradiente de f(z,y) no se anulaen punto alguno =- no hay criticos
en el interiorde D = {(z,y)/ 2o +y <3, >0, y > 0} por tanto se estudia
en las fronteras de D.

1)

x=0,0<y<3 = f(0,y) =y, f' >0 = fcrece desde 0 hasta 3
)

y=0,0<z<3 = f(z,0) =log(x+1) :f’(x,O):ﬁ y como

f'(z,0) >0, Vo € [0,2] = f siempre creciente en [0, 2], desde O hasta log3

w

1
=3-2 <zr<-=-=f=I +)+3 -2 =>f'=— -2 =
y=3 x,O_sc_2 f=log(x )+ 3 T f 1



1 .. 3
r=-3 critico que no se toma en cuenta pues ¢ [0, 5] ycomo f'<0 = f

decrece desde 3 para (0, 3) hasta logg para(3 0).

57
Por tanto el maximo se encuentra en el punto (0, 3) y cuyo valor es 3.

Encuentre los extremos absolutos de la funcion
f(z,y) =8z — 24 zy +
sujetos a la condicion z? 4+ 1% =1

Solucién.
Sea L(z,y,\) =822 —2dzy+y* + Aa? +y> - 1)

L, =16x — 24y + 2 x =0
L,= —24x +2y+2\y =0
Ly=224+4*-1=0

Resolviendo este sistema, si bien de las dos primeras resultan x =y =0
pero no satisfacen la tercera ecuacion, entonces x e y distintos de cero conducen a

las solucidnes:

4 3
)/\ ()\:—17,1':i—,y::1:—)

A=8, x= £
(A=8,z . .

, Y= =%

o] W
SN

- 3 4 .
Como el dominio es un compacto, para x = =+ o Y= + R la funcion tiene un

. 4 3 S
minimo, cuyo valores — 8,asuvezpara r = + o Y= F R la funcion tiene un

maximo, cuyo valor es 17.

Sea
flz,y) =a* —y* —2* + 5y — 2

en el dominio D = {(x,y)/y = 3 Ay = z*}.(incluye su frontera)
Determine:

a) Los maximos y minimos relativos de f en el interior de D y en que
puntos se alcanzan.

b) Los maximos y minimos absolutos en el dominio D y los puntos en
que se producen.
Solucion.



10. Integracion dobley triple

1. Calcule la constante &£ de modo que la // kxydA =1, donde D esel
D

trapezoide de vértices O(0,0), A(0,1), B(1,1)y C(2,0).

Solucién.

Notemos que la ecuacion de larecta BC' estd dada por x = 2 — y, entonces

D:0<y<1 AN0<z<2-—y,luego

L2y 11 24
koydA = krvdrdy—=1 ko =1 k= —
//D Y /0/0 ryardy Y < 11

2. Exprese //f(x,y) dA en ambas direcciones de integracion, sabiendo que D

es laregion planaentre lascurvas: 2y =142, r—y=1 A y=2%—1 yluego
calcule la integral en el sentido que estime conveniente, siendo f(z,y) = 2.

Solucién.
Graficando la region D, se tiene:

y

}.‘x\ /

>
y=x’-1 /

-1

3
y=x-1
1

X




En la direccién, dA = dydx y siendo D = D; U D, U D3 donde
Di: —1<z<0A(@-1)<y<(z+1)
Dy:0<z<1 A(x—-1)<y<

3 .
Dj 1<:1:<— A(z?—1) <y < =(z+1), setiene:

$(a+1) L(z+1)
//fxy ) dA = // xydyda:—i—// fz,y)dydzx +
% %(m—&-l)
+/ / f(x,y)dyda.
1 Ja2-1

En la direccion, dA = dxdy ysiendo D = D, U Dy donde

Dy: =1<y<0A—yy+1<z<y+l,

Dy:0<y<2 A2y—1<z<./y+1, entonces se tiene

0 Vy+l1 1/+
//f(a:,y) dA:// xyda:dy—l—// fz,y)dx dy.
D —1J—/y+1 2y—

Ahora, calculando en la direccién dA = dx dy, se tiene:

0 rVy+l
//21: dA:// 2xdxdy+// 2:1:dwdy
D —1J—/y+1 2y—

/ 12\/J+1
e [
y+1 0 2y—1

5 5

i i 125
=0+/ [y+1—(2y—1)2]dy=/ (5y — 4y*)dy = —
0 0

96
1 1
// sen(z)dydx
0Jx Y

a) Exprese la integral, con el orden de integracion cambiado

3. Dada

b) Calcule la integral

Solucion.
a) Note que la region de integracion esta dada por

D:0<z<1Az<y<1



dibujando esta region, resulta

Cambiando el orden de integracion, setieneque D: 0 <y <1 A 0 <z < 9>

L py? o
/ / sen(—) dx dy
0 Jo Y

b) El célculo de la integral debe hacerse necesariamente en el orden dA = dx dy,

entonces:

por tanto,

1 p? 1 2
// sen(z) drdy = —/ ycos(g) ydy
0 Jo Y 0 y 1o

1
= —/ (ycosy —y)dy

0

1 1
= —(/0 ycosydy—/oydy)

sena|| ~ [ senyay 27}
= — (ysen — sen - =
) yo . yay 2y 0

= g — sen(1) — cos(1)

4. Calcular el volumen de una carpa de base rectangular de 50 por 60 metros, si la

.. , 1 .
superficie del toldo esta dada por z = 16 — EO(LEQ + ¢%). (considere la

simetria)
Solucion.

5. Calcule

//Rysen(xy) dy dx



Siendo R la region comprendida entre las gréficas: zy = 1l,zy =m, y=1,y =4
. u
Sugerencia hacer x = —; y=w.
v

Solucion.
Notemos que xzy = u, entonces: R': 1 <u <7 A 1<wv <4, donde

) =

U, v
z,Y

T rd
// y sen( xy) dyd:zcz/ / vsen(u)vdudv
R 1 J1

s ’1}3 4
., 3‘1 = 21[1 + cos(1)]

Uy Uy
Uy Uy

J(

—|1y z
|01

Asi,

= — cos(u)

6. Calcule el area de laregion R, acotada por: y = z2, y = 222, © = y?, = = 41>

. . X
usando el cambio de variables « = %, v=—.
T Yy
Solucion.
y v
y:2><2
y=x*
4
x=y?2
x:4y2 1
o] X 12 u

7. Calcule /// V2 +y?+ 22 dxdydz siendo R laregion limitada por el plano
R
z=3yelcono z = /a2 + 3?2






