Problemas resueltos Luis Zegarra Agramont

CALCULOI

1. Funciones

1. Sea f(x) =ax+ bunafuncionen R, ay b constantes. Determine a'y b en los
siguientes casos:

) (L —2)ef A F(0)=4

i) f(1) = g(1) A f(—1) = donde g(e) = ——
Solucion.
) (1, -2)e f=f(1)= —2 < a+b= —2 porotra parte

f(0)=4 < b=4 conloqueresulta a = —6. Asi f(z)= —6x+4

.. 2 4 4

i) f(1)=g¢9(1) = a+b= 3 Af(—=1)= 3= —a+b= 3 de donde
) ) ) 1

resolviendo este sistema de ecuaciones resultan: ¢ = — 3 ANb=1=

fl@)= —ze+1

2. Determine el dominio y recorrido de las siguientes funciones definidas sobre los
reales

2) fo) = 3a%—1 ) 1) =
9 x?—4
b) f(z)=a* -4z +1 f) f(x)= "
T x? — 2
c) f(x):x—Ql 9) f(fv):4_l,2
VI ==
Solucion.

a) Dom f =R, parael recorrido y =3z?> — 1= 32> =y + 1 como
322>0=y+1>0=y> —1=Recf=[-1, + o9



b) Dom f =R, parael recorrido 2?2 -4z +1=y = (z -2 =y +3 =
y> —3=Recf=[-3, +x]

c) Dom f =R — {2}, para el recorrido y = T L=
r—2 y—1

Rec f =R — {1}
d Domf=+Vzx—2—-2 #0 AN x—2>0 = Domf =[2,6) U (6, + c0),

. . 1 1
para el recorridose tiene /o —2=—+2= —+2 > 0, para todo = del
) Yy

- 1
dominio, lo que nos da Rec f = ( — oo, — 5] U (0, + 00).

. . 1
e) Dom f =R — {41}, para el recorrido se tiene |z| = v+l que debe ser
Y

mayor o igual que cero, por la condicién del modulo =
Rec f = (— o0, —1]U (0, + o0)

4
f) Dom f = R — {0}, ahora como x2:1—20$y<1$

Rec f = (—o0,1)

.. . —2
g) Dom f =R — {£2}, paratodo x del dominio se tiene = = Tglj =
Yy
y# — 1 peronotequesi t =2 = y= — % que tampoco debe estar en

. 1
el recorrido pues = # 2, portanto: Rec f =R — { — 3~ 1}

Sea f: R — R una funcidn definida por

2r +5 i z>9
flg)=< 2 —|z|si —-9<z<9
z+2 Si r< —9

a) Calcule: f(0), f(—9), f(—12), F(10)y f(f(3))
b) Hallar el Rec f.

Solucion.
a) f(0) =0%—[0] =0, f(=9)=(-97— -9 =712



f(=12)= —124+2= —10, f(10)=2-104+5=25
F(f(3)) = f(3%—3]) = f(6) = 67 — |6] = 30

. 1 1
b) i) ‘v’x>9¢y:2x+5:x:§(y—5) comoz > 9= §(y—5)>9
=y > 23, (1)

. 1 1
i) Vo:—9<o<9=y=2"—|o| & (o[- 5)"=y+ =

y> — 1 (x),y ahoraconsiderando 0 <z < 9=

el =Ly =y+ oo=La/ysl
x| — =)= - S r=_ -
g/ 7Y 4 2 " VYT

note que el signo ( — ) no se puede considerar, luego se debe tener

0< +\/y+ <9:>\/y+ <—:y<72 ()

Analogamente

1 1 1 1
Vo: —-9< 0= (Jz] — 2)* = e (—z— )2 = AN
T <z < (|z| 2) vty (—x 2) y+ g
1_ . +1¢ _1+ +1
T T YTy T=5T\Y Ty

note que esta ultima implicacic’)n es por ser x negativo, luego se debe tener

_9<___1/y+ <0= 1]y <—Iom|smoqueen (xx),

por tantode (x)y (**) resulta: — Z <y<T72,(2)

Ve:x< —9=y=zc+2=2ax=y—-2=y—-2< —9=y< =17, (3)

Por tanto el recorrido de f es la union de los conjuntos dados en: (1), (2) y (3)
1
Za

esdecir; Rec f = (—o0, —T)U[— =, 4+ 0).

Dadas en R,

i) Hallar el dominioy recorridode fy g.
ii) Hallar el dominiode fog ytambiende go f

Solucion.



6.

. . . 1
i) Domf=R—-{+ \/§}, para el recorrido se tiene z? = — + 3 como
)

1 1
22 >0 :>—+320:>Recf:(—oo,—g]U(0,+oo).
Y

Domg = 2° —1>0= Domg = (— oo, — 1)U (1, 4 o).
Ahoracomoz? —1>0 Vz e Domg=y > 0= Recg= [0, + o)

i) (fog)(z)=f(g9(x)) = f(/2?2—1) ahorasiz estalque (t < — 1V z>1)

1
= — 4:>a:7é + 2 por tanto
w J—

Dom fog=
(—o0, —2)U (=2, —1)U(1,2)U (2, +00)U(1,2) U (2, + o0)

(go f)z) = g(f(z)) = g( 22 _3
1

= mm el dominio obligaa —2<x <2
a;' J—

) deaqui x # + /3 entonces

por tanto,

Domgo f=[-2, —\/g)U(—\/ga\/g)U(\/g,2]

5. Determine f y la constante a de modo que

flx—a)f(x+a)=2*—-2r—15a

donde f esuna funcién polinémica de grado 1.

Solucion.

Sea f(x) =0bx + ¢ lafuncién buscada, b y ¢ constantes reales por determinar,
flx —a)f(x+a)=[blx —a)+c][blx+a)+c]=2*—22—1.5a de donde
se obtiene ba? 4+ 2bcx +c? —b*a’?=2>-2x—15a = b=1,2bc= —2
y ¢2—b*a*= —15a, luego b=1,c= —1y a=2 V a= — i portanto

fa) =z -1

Sean fy g dos funciones definidas en R, por:

si z<1 1—-2z si <0

i) Hallar una férmula para (f o g)(z)



i) Grafique: f,gy fog.

Solucién.
i)
- H >
f(1) siz>0 {0 si. 1>1
flg(z)) = 1 si 1<1
fl—=2x) si <0 —2x si 1-2x2>1

Noteque: (x>0 A1>1)= z>0; (x>0 A1<1)=10
(<0 AN1-2x>1)=2<0; (<0 Al-2z2<1)=10

por tanto
0 si >0
raen={_5, & 52,
i)
y y Yy
y=2-x S y=1-2x y =-2X

2
\0/ 1) y=1 y=0
ol 1 X 0 X 0 X
f 9 fog

7. Sea f:R—{—2} — R — {2} unafuncién dada por

fle) = 254:21

Demuestre que existe f~! y encuentre una formula para ella.

Solucién.
Por demostrar que f €S uno a unoy sobre

i) Uno auno:

V.Til,.%'g ER—{—Q}, f(xl) _ f(l’Q) 211 — 1 . 29 — 1

T +2 w42
2119 + 421 —x9 — 2 =229 + 419 — ] — 2 & 11 = 19 |0 qUe prueba

=

que f esuno auno.



ii) Sobre:

142
TR P = kT
2—y 5242 5

Vye R—{2},3z=
lo que prueba que f es sobre.
Por tanto existe f~!y la formula que la define es

B 1+ 22

o) =5

, T R= {2} 5 R—{ -2},

8 Sean f:R—R A g:[—1, 4+ o0) dos funciones dadas por:

fz) = 2—x sSi x<2 (z) = -1 si <0
TV=V4-22 si z>2 I =V e=15si >0

Demuestre que f es invertible y halle una formula para (f~!o g)(z)

Solucién.

Uno a uno:

Debemos considerar necesariamente 3 casos:

i) 1,22 € (—00,2], f(z1)=f(z2) ©2—21=2—29 = 21 = T2

i) 1,29 € (2, + 00|, f(z1) = f(22) &4 —221 =4 — 229 = 21 = X9

i) o1 € (—00,2] A z9 € (2, + 0], COMO 1 # 2 Vamos a demostrar que
f(x1) # f(zq); supongamos que f(x1) = f(xz2) para x;y xzo indicados esto
implicaque 2 —z1 =4 —219 = 21 =219 — 2 pero xy, <2=2x,—2<2
= x5 < 2 lo que contradice la hipdtesis, luego lo supuesto es erroneo por tanto

(@) # f(x2) YV # 22

Sobre:

Ve<2=y=2—-zr=x=2—-y=2—-y<2=y>0, (1)
Ve>2=y=4-2r =z=51-y) = 34—y >2=y<0, (2)
luego por (1) y (2)setiene que Rec f =R, lo que prueba que f es sobre.
Intercambiando x por y en (1) y (2), se tiene:



2—x si x>0
2% si <0

Férmula para (f~! o g)(z)

B i 2—(—-1) si —=1>0
fH=1 x§0{2—ﬂ si —1<0
-1 _ 2
(/7 og)(@) = T o [2- r—1)si z—-1>0
JRle=hst a>0 0y el g <o
Ahora como:

(x<0AN—=-120=0; (x<0 A —1<0)=2z<0;
(>0 Nz—1>20)=z>1 (x>0 AN z—-1<0)=0<zx<1)

luego
g si <0
(flogla)=4 252 si 0<z<1
3—z si x>1
1

9. Dadasen R: f(x) = :BQ, g(x) =

T
Q) Caleule: (f+9)(—2), (f9)(5):
b) Hallar el dominiode: f+g¢, goh, hog, gog ¥y h

Solucioén.

) (F+9)(=2)=f(=2)+9(-2)=(-2"+— =

h\ /7 _h(g)_seng_w
(5)G)- 95 2 2
(Fom(5) = F(D) = flsenT) = £(5) =
(9om(5) = o) = gloen) = o5 =



b) Como Dom(f + g) = Domf N Dom g; Dom f =R, Domg=R — {0}
entonces
Dom (f +g¢g) =R — {0}
Dom(goh) ={x € R : x € Domh A h(xz) € Domg},
1

SEN T
Dom (goh) ={z € R :x # km, k€ Z}, deigual forma como

(hog)(z) =sen() =Dom(hog)={zeR:x#0}

T

como (goh)(z) = g(senx) = =

(gog)(z) =g(L) =z, aparentemente V = € R, pero de la definicion
x € Dom g = Dom (gog) =R — {0}.

10. Sean fy g dos funciones definidas en R por:

_ ot [z si <0
Demuestre que: fog=go f
Solucion.
Recordemos que: |z| = { z st x>0
—x Sl <0
i r+(—x)
) Vo <0, (fog)(e) = flg) = f(e) = ———= =0
2 2
V>0, (fog)(x) = f(g(x) = f(a?) =~ +2|x | z?, por otra parte

i)V <0, (gof)(z)=g(f(z)) =g(0) =0>=0
V>0, (g0 f)(z) =g(f(z)) = g(z) = 2?

R 0 si <0
Por i) y ii) se concluye que: (fog)(z) = (go f)(z) = {12 S z>0
11. Dados a, b, ¢ y d constantes reales, donde

fl@)=ax+b y g(x)=cr+d.



Encuentre la condicidn necesaria y suficiente para tales constantes de modo que
fog=gof

Solucion.
(fog)(x)=(go f)(@) & f(cx+d) =glax +b) &
a(cx+d)+b=clar+b)+d< acx+ad+b=caxr+cb+d
< ad + b = cb+ d, que es la condicion pedida.

12. Sedefine f:R — R, por

22 —=3x si x>2
f(w)_{:zr—él si r <2

a) Pruebe que f es biyectiva
b) Determine una férmula para f~'y luego grafique fy f~'enel mismo
sistema.

Solucioén.

a) Debemos probar que f es: unoaunoy sobre = f es biyectiva,
Uno a uno:
i) Vom0 > 2, f(z1) = f(x) & 23 — 3x1 = 23 — 320 &
(1 — x9)(x1 + z2 — 3) = 0, ahora notemos que x; + xo — 3 > 1 pues
T1,Ty > 2 entonces x; = xo
||) Vxl,m < 2, f(a:l) = f(.’EQ) Sr—4d=19—4 & 1 =29
i) Vo, >2 A z9 < 2COMo xy # o probaremos que f(z1) # f(z2)
suponiendo paraello que f(z1) = f(z2) & 22 — 3wy =29 — 4
3, 7 3, 7
= - = — pero 2 - = - <2
& xy = (a1 2) +4p To < 2= (21 2) +4< =
3 1 . T
(x1 — 5)2 < 1 = 11 < 2 lo que contradice la hipotesis, luego
f(x1) # f(x2), Va1 # 12
Por i), ii) y iii) se concluye que f esuno a uno.
Sobre:

. 3 9 3 9
i) ‘v’x22:>y:x2—3x<:>(x—§)2—1:y<:>gc:ij:\/y—i—z como



3 9 9 1
> 2= — - >2= - > —=y> —2 1
x> syt = Vyti 25292 -2 (1)

) Ve<2=y=cs—-4Sc=y+4pero z<2=y+4<2=
y<_2, (2)

Por (1) y (2) concluimos que el Rec f = R, lo que prueba que f es sobre.

. 3 9
b) De (1) permutando = por y se tiene y:§+\/x+1, Vo> —2

de (2) setiene y =x + 4, Vx < — 2, enresumen

3 9 .
_ - - i > —2
¥ 1(;(:) 5 +1/x+ 1 Sl x>
r+4 Si x< —2
Gréficosde fy f!
y
y=15+yx+225
y=x+4 //// y:X2_3X

-2

13. El perimetro de un rectangulo de lados = e y es dado, determine la funcion que

calcula el area del rectangulo en términos del lado .

Solucién.

Sea P el perimetro del rectangulo de lados = e y y A su area, entonces

P =2x+2y (1), porotraparte A=zy (2), de (1)
y=L-—2=A=g(L —2),noteque 0 <z < £

14. Un espejo rectangular de lados 80cm. x 100 cm. se rompe en una esquina como



seindicaen la fig. (1). Determine el area de la seccion achurada en términos de una
sola variable (z 0y)

— 80-x ——

|
I
I
|
|
100 -
100 : y

|
| X
I 12

12 \l\ y

10 10
fig.(1) fig.(2)
Solucién.

Notemos que la funcién que determina el area esta dada por
A = (80— z)(100 — y)
Por otra parte de la fig.(2) se tiene
x 12—y
10 12

6
Sy=12— = por tanto

A(z) = (80 — x) (100 - 124 g:E) = (80 — z)(88 + gx)

con 0 <z <10.

15. Enel cuadrado ABCD de lado AB = 2 se traza una recta M N perpendicular a

la diagonal AC. Sea x la distancia desde el vértice A alarecta M N, expresar
en funcion de x el area S del tridngulo AM N que se saca del cuadrado por

. , 2
medio de larecta M N. Hallar esta area para x = 5 ypara z = 2.

Solucién.



A M B

Obsérvese que AC =2v/2 = 0<z <22 si 2< /2 = S(z) =22,
si V/2<2<2V2=5@) =4—(2V2-2)?=>
S(z) = — x* +4y/2x — 4, por tanto

S(z) = x? Si O§x§\/§
—x2—|—4\/§x—4 Si \/§§x§2\/§

2 2 2

Como : \/§<\/§:>S<§>:(£)2:l

de igual forma, como: \/5 <2< 2\/5 =
S(2)= —2244/2 -2—-4=8(y/2-1)

16. Se quiere unir dos puntos A y B mediante un cable de fibra Optica, los que se
encuentran separados por un rio de orillas paralelas, A enuna orillay B en la otra
distantes 50 km. entre si, el rio es de 1 km. de ancho. Si se sabe que el costo por
km. de cable por el agua es, el doble més caro que por tierra. Determine la funcion
de costo.

Solucion.
Sean $ p el costo de km. de cable por tierra, entonces $ 2p el costo de km.
de cable por el aguay sea C'(z) la funcion de costo a determinar.

Por tanto se tiene:
C(x) =2pv/1+2?2 +p(50—=x), con 0 <z <50



X —1 50— x

17. Un tridngulo isdsceles tiene uno de sus vértices en el punto (0,1) y los otros dos

vértices en la pardbola y = 4 — 2, determine la funcién que calcula el area del
triangulo en términos de la variable z.

Solucién.

(x,y)
y:4—><2

(0]

De la figura se tiene:

Alz)=2z(y—1) =2z -2 —1),5i 0<z < /3

=2z (3 — %)
Alx) =2x2(1 —y) =2z(2® - 3), si\/3 <z <2,
en resumen:

Alx) =2z |3 —2*,Vz:0< 2 <2

2. Sucesiones y limites

1. Calcular los limites siguientes

) 3 n?
a) n“—Tc[ZnQ —n  2n+ 1]




b) lim\/n’ 4+ n?

n—oo

Solucién.
2 lim [ " fim 2 ]
n—x'2n2—n  2n+4+1" nocdn2-—1 2

b) Notese que
i <nS+nt <2’ & \75(%)43 b+t < \7/5(\/@5
ycomo lim /2 ({/n)! = lim /2 (¢/n)° =1 = lim {/n" +nf =1

2. Sean «,f,~ realesy larelacion o + 25 — 4y = 4. Determine a,, 5 y v tales que
se cumpla

2n+5 n®+1

lim o — |im Pty
n—oo 21 — 3) n—>oo(n2 — n)
Solucion.
) 2n+5 .
a) lim " = lim (1 4+ on
) n—>oo(2n—3) n—>oo< 2n—3)
1 m-3 8
- . .an 4
lim (1 ) =
8
i (2L Bty g n+1 \Bntry
Jim (=) = lim (14 5520)
n2—n n+1
—lim (14 ———) n+ 1 Y _ o
n—00 n’—n
n+1

4o

Se debe tener ¢ = ¢’ o f=4a = o+ 2-4a — 4y = 4, de donde:

Z 16 .
a= §(1 +7); B= 5(1 +); ~ parametro.

3. Sealasucesion a, definida por:
a1 =3,....,a, =/2+a, con a, >?2
Demuestre que a,, es convergente y luego calcule su limite.
Demostracion.

a; = 3 > 0; supongamos a,, >0 = a,41 = /2 + a, > 0, por tanto hemos
demostrado por induccién que todos los términos de la sucesidn son positivos.

Observando que a; = 3 > \/3 = ay vamos a demostrar también por induccion



que a,1 < a, aceptando esto Ultimo como hipdtesis inductiva, entonces se tiene
24 an1 <2+ a, & /24 an1 < 2+ a4y & apya < anr, loque

prueba que la sucesion es decreciente en forma estricta, entonces podemos
afirmar de inmediato que la sucesion es acotada es decir: 0 < a,, < 3

Entonces sea lima, =1 con [ > 0, ahorade lima,. =1lim+/2+a, =
n—oo n—oo

n—oo

l=V2+1leP-1-2=0=1€{—-1,2,00}, perocomo [ >0=1=2

4. Demostrar que la sucesion a,, tiene limite y precisar dicho limite

Qg ai An—1
a, = , a4, = s ,a =———;00>0,a>1
a—+ ag a—+ a; a+ ap_1

Solucion.
Como ay>0,a>1=a; >0.
Supongamos a,_; > 0, por demostrar que a, > 0 lo que es inmediato, por tanto
se trata de una sucesién de términos positivos.
Vamos a demostrar que es monétona decreciente, 1o que es inmediato pues

Qp—1

a, = ———— < ap_1, Porser a+a,-1>1,a>1 ANa,—1 >0
a+an—1
7 ap—1 a
Se demostro que a, >0y a, = —— =1 —- —— < 1, luego
a—+ Gp_q a+ Gp_q

0 < a, < 1= a, esacotada, por tanto como es decreciente y acotada

- . . Ap—1
limite. Sea lima, =lima, ;=1con(>0,dea = —— =
n—00 n—00 a—+ an_q

a(a+a,_1)=an1=Ila+l)=1<Il(a+1—1)=0 deaquise deduce
que: =0 V I=1—apero a>1=1<0 loqueno puede ser pues

a, > 0 Vn, entonces [ = 0.

5. Si ay,b; son nimeros positivos cualquieray a; < by, se define ay = \/E,
bo=1%(a1+b1), - - - - an = Van-1bp_1, by = 5(an-1+ by_1)
Demostrar que:
a) Lasucesion a, esconvergente.



b) La sucesion b, es convergente.
c) Las dos sucesiones tienden al mismo limite.

Solucién.
a) Sesabe y/aiby < (a1 +b1) < ax < b
ycomo 0 < a; < by = a} < aib; & a; < \J/aib; = a; < ay
también a; < by < a; + by < 2by & L(ar +b1) < by = by < by
Asi: a; < ay < by < by por induccion supongamos se cumple que
a < - <ap1<a, <b,<b,1<---<b (H.I)

an </ apby,

razonando igualmente para 0 < a,, < b,, =
g p a/, L {%(aﬂ/+bn><bn

luego an < v/ anb, < 3(a, +b,) < b,
es decir: Ay < Apa1 < bpy1 < by
esto prueba que a,, es creciente y que b, es decreciente
y también a; < a, < by yque a; < b, < by luego ambas son acotadas, por
tanto son convergentes.
Sean: lima, =10; y limb, =1,
n—00 n—00

. by —a ) .,
Vamos a probar previamente que b, — a,, < %, por induccioén
. by —ay
Para n =1 esevidente, por demostrar b,,1 — a1 < o

_ 2
Enefecto b1 — anpr = & (by + ay) — \Janby = Y VES (4
Por otra parte a, < b, = 2a, < 2v/a,b, = a, — 2+/a,b, < —a, =

bn + ap — 2\/ anbn < bn — ap = (\/ bn V4 an)2 < bn — ap
finalmente en (x)

1 16y —a
bn+1 — ap1 < §(bn —ap) < D) 1277/_11

by —a; .
como se pretendla.

,esto Gltimo por (H.1.), de donde

queda bn+1 — Gp41 <

b1—a1

. . b —
i & Jim (b, — a,) < lim S

n—00 n—oo 2n—1

0<lh—01L<0=hL=I

Ahora: b, —a, <

=0&

Limites de funciones



1. Considere la region formada por un tridngulo isésceles coronado por un
semicirculo, como se muestra en la figura.
Sea D el &rea del tridngulo AOB'y FE el area total de la region.

Determine una relacion para I en términos de ¢ (el &ngulo de la figura) y luego

calcule Ilim D
FE

t—0t

o<

Solucién.

r
(0]
Sea OB =r, M punto medio de AB, entonces

t t . 1 t t
OM:'r’cos§, MB:rsen§, asi: D= 3 -2rsen§-rcos—, y

2
1 t t t
E = §7r(7° sen 5)2 + r2sen 5 €08 5
luego:
D r’sen = cos —
lim = = lim 22
t—0+ B =0+ 1 t t t

571’(7‘ sen 5)2 + rsen 5 €05 5

cos 2 1
= lim = =
=07 17‘(’ Sen E + cos f O+1

2 2 2




2.

s (623;2—1 i €x2+1)

e

24 2
6295 +z—-1 _ et +a+1

lim = lim

2—/2 2 —2 v/2
Sea t=22—-2 = (z — /2 =t — 0), asi resulta

6\/t+2(62t+3 _ 6t+3) 6\/t+263(€2t — ¢l

lim = lim
t—0 t t—0
2 t
. e —1 e —1
= limeV! 263 9 | = V232 1]
t—0 2t t
_ V243
. Arcsenx — Arctgx
lim 3
z—0 Z
... Arcsenu . .
Previo lim—— =Iim =1 (x); sehizo v = Arcsenu
u—0 u t—0sen v

Ahorasea Arcsenxz — Arctger =t < o — = t; tomando seno resulta

senacos 3 — cosasen 3 = sent; pero sena=x Yy tgf = x de donde:

1
< V1—22=sent &

I‘ . —_
Vi+a?2 /1422
t= Arcsen\/%(l — V1 —2?), entonces el limite queda
+x
Arcsen\/ﬁ(l —V1—21x?)

lim =
z—0 1'3

Arcsenﬁ(l —V1-22) 12 — (1 - 2?)

1
= [lim . .
z—0 T“_’H?(l—\/l—ﬁ) V1i4+z2z?2 (1+v1—a?)

la primera expresion tiende a 1por (x),y la segunda a % por tanto:

. Arcsenx — Arctgzr 1
lim =
z—0 a3 2




4. Continuidad

5. Derivadas

1. Hallar todos los valores del pardmetro « para los cuales la funcion

2

fz) = a‘x si <2
|2 -3z +2—2ala] si oz >2

sea derivable en todo su dominio.
Solucioén.

92 .
Paratodo = # 2, f'(z) = {;x—g :: ii;

por tanto es derivable.
Para x = 2, la funcion primero debe ser continua es decir

lim f(z) = Iir‘g+ flz) & Iiry_ a’z = lim (2% — 3z + 2 — 2alal)

r—2 r—2+
a’2=2*—3-2+42—2ala| & a* = — ala| entonces es continua para a < 0
Para la derivabilidad en z = 2 se debe tener

f.2)=f(2)&2-2-3=a><a*=1como a <0 entonces a = — 1

2. Calcule la derivada de las siguientes funciones:

a) f(l') = <$;30j_(i))% b) f(l') _ ln(eIQ 3/1.2 + l‘)
Solucion.
a)
xcos(x) 1
f) = (2 o
F(@) = é(x;goiz) -4 [cosx — x sen :(cigxiz)zl) — zcos(z)3a?
b)

f(z) = ln(exz Va2 +zx) = Ine™ + Inv/a? + x = 22 + %ln(an + x)



3z2 4+

3. Sealafuncion f:R — R dada por

2 +1 }
5 si <0
_ T —
J(z) = r+ A : S
@z 1) st >0

a) Determine f'(x), paralos z <0

b) Analice para que valores de A, f esderivableen =z =0

Solucion.
i z? +1
a) Paralos = < 0 setiene f(x) = 5
I‘ J—
2.%’37_2—:1;‘2—}—11 x2_4m_1
fraoy=2e= @ DL :
(z —2) (x —2)

b) f(x) previamente debe ser continua en x = 0, entonces
r+A

‘Iir9+ e
limf(z) = f(0) = A = lim f(z) = 24 )
lim = — —
z—0- 1 — 2 2

luego debe ser A = — %

Ahora para que f sea derivable en = = 0, es necesario que /' (0) = f'.(0)

/ r? —4r —1 , —r+2

Para: =<0, f (a:):W, ypara x >0, f'(z) = CFSIE
yo 02—4.0-1 1, o —042
FO="p =1 1O =y =

Por tanto f no es derivable en x = 0.

T
4. Calcule " en =1 si z = tg(—

Solucioén.

T2



16 _ 1 32 (tg~'x)
Asi, y'==2(tg"! ==
Y 2 ( x)l—l—:L'? w2 14 x2
1 2 -1
//:g 1—|—1‘2(1+x)_(tg 1‘)2%‘:%1_69711,)2%
2 (1 + 22)? w2 (14 2?)?
321 — 122 8 s
" 1) = == 4 - _—(1=Z2

5. Grafique la funcion y = f(z) = 2*3(1 —z),con — 1<z <1
Use la calculadora para indicar donde la derivada de la funcién, f’, es positiva
y donde es negativaen [ —1,1].

Solucidn.

fa i ml
T T T T [ T T T T T [ T T T 1]

-1.0 -05 ajo 05 1.0

2 —5x
, por lo tanto

g

2 .
fllz) >0 0<z< 5 f es creciente

F@) = 2amh0 - a) 42— 1) =

fllz)<0& (-1<z<0V 2<az<l1; fesdecreciente.

6. a) Encuentre la derivada n-ésima de la funcion



y:

472 — 1
b) Demuestre que, para = > 0,
-1
T+ 22 <tg x<uw
Solucion.
. 4 2 2
a) Previo y = =22z - 1) +22z+1)!

A2 -1 2z—-1 22+1
y'=2(—1)(2zx—-1)"2+2(—1)(2z +1)722
y'=2-1-22x—1)32242-1-2(2z +1)732?

Yy = (= 1)"2n!(2z — 1)~ D2 4 (= 1)"2n!(2z + 1)~ (rH2n
0 bien
y = (= 1)"n!(2z — 1)~ U2 L (— 1)"n!(2z + 1) (n+Don#t

b) Aplicando el teorema del valor medio en [0, z], z > 0 para f(z) =tg 'z
funcion continua en [0, z] y derivable en (0, x), se tiene

f'(e) = f@) = J(0) _ tg_lx,con O<e<u
x—0 x

por otra parte, como: 0 <e <z < 1<1+¢e? <1+ 22 dedonde
1 1 1

< <1 '(€) =
a2 STre WY lO=17a
/
entonces g fle) <1
. 1 tg 'z
finalmente < <le <tglzx <
1+ 22 T 1+ 22 g o=

7. Utilice calculadora gréfica, para dibujar las graficas de f(z) = 23 —2?> +3 ysu
derivada f'(x) en [— 2,5], utilizando los mismos ejes.

a) En este intervalo, ¢;endondees f'(z) < 0.
b) En este intervalo, cen donde f(x) es decreciente
c) Haga una conjetura'y compruébela para f(z).



—

=

o=
|

193
5.0
[TTT ||D.|0|: T T T T[T T T T[T TT T [TT1TT]
2 [ A 1T 2 3 4 5
25 -
] f'(x) =3x" —2x
50

a) f'(z) <0, v;c/o<x<§.

b) f(x)esdecreciente,Vz /0 <z < g

c) De los graficos notemos que, si f'(z) < 0 < f(z) es decreciente.
Comprobando esta conjetura se tiene:

f'(z) = 32> — 2z =0,

de donde resolviendo en [ — 2,5], se obtienen

Signos de [’ : + o — o +
-2 0 0, 66..
lo que confirma la cojetura a partir de los gréaficos.

Sea la funcion f : R — R dada por

202 + 1
x++2 I >0
_ T
flo) = 2¢ + A .
m sl z<0

a) Determine f'(z), paralos x <0

b) Analice para que valoresde A, f esderivableen =z =0



Solucion.

20+ A

@12

() = 2(x — 1) — 2z + A)2(x — 1) _ 2+ 1+ A)
(x —1)4 (x—1)°

b) f(z) previamente debe ser continua en x = 0, se debe tener

a) Paralos x < 0 setiene f(x) =

o2t 41
lim =

1
. . _1 . o r—0t QJ+2 5
fimf (@) = f(0) = 5 = limf(z) = o 2EA

m =
2—0~ (:E — 1)2

luego debe ser A = %

Ahora para que f sea derivable en = = 0, es necesario que /' (0) = f'.(0)

2z +1+3)

Para z <0, f'(z) = — CES

Para z >0, f'(z) = da(w+2) = Qo"+1)

(z +2)
Lo 204143)
f_(O)——(O_—l)g?—?’
pon 4-00+2)—(2-02+1) 1
/30 = (04 2)2 T4

Por tanto f no es derivable en x = 0.

Utilice calculadora gréfica, para dibujar las gréficas de f(z) = cosx — sen g y su
derivada f'(x) en [0, 9], utilizando los mismos ejes.

a) En este intervalo, ¢en donde es f'(x) > 0.
b) En este intervalo, cen donde f(x) es creciente
c) Haga una conjetura y compruébela para f(x).



109 1
] ] f'(x) =—sen ><71 cos X
§ 10 22

0.5 X ]
E 2 4 6 8 j

0.0_ TR T T YT T A TN T T B OSt

-0.5—: 0.0:||||||||||||||||||||||||||||||
] 4 4 5 6
] X ]

-1.0—: f(x)—cosx—senE 057

1.5 ]

-2.0 ]

1.0

05

o
[=)

.
o
wn

L
=

T T T S I A 0 A B O

!
n2
[=}

a) f'(r)>0, Vo /m<z<09.

b) f(z)escreciente,Vz /7 <z < 2m —2sen”(})

c) De los gréaficos notamos que, si f/(xz) > 0 < f(z) es creciente.
Comprobando esta conjetura se tiene:

f(z)= —senx—cosg =0,

de donde resolviendo con maquina se obtienen en [0,9], los puntos

r=m V x=21—2sen () ~ 5.7782..
Signos de [’ : — o + °« —
0 s 5. 7782

lo que confirma la cojetura a partir de los gréaficos.



10. a) Sea f: R — R una funcién definida por

fla) = 2—-2x—a% si x>0
S\ 2243x+2 si o x2<0

Demuestre que la ecuacion f(z) = 0 tiene una sola raiz en el intervalo | — 1, 1].
b) Sea y = arcsen(x) + (arcsen(z))?. Determine \ (constante) de manera que
(1-a?)y" — 2y’ =\

Solucién.

a)

-3 -2 -1

=T
—
-l

Sy

)

De inmediato ( f(1)= —1y f(0)=2 = f(1)f(0) = —2 < 0, ycomo
f escontinuaen [0, 1] en el interior de este intervalo existe una raiz.

Por otra parte la funcion es creciente y continuaen [ — 1,0], y como f(x) es
siempre positivaen | — 1,0[ no hay raices.

Porlocualen |—1,1[, f(x) tiene exactamente una raiz.

b)
y = arcsen(x) + (arcsen(z))?

1 1
y' = ——= +2arcsen(x)

1—2a2 V1—22?

=(1- xQ)_%(l + 2arcsen(x))



y" =2(1— xQ)_%(l + 2arcsen(zx)) + (1 — 552)_%

" x 2x arcsen(x) 2
Yy = =+ — + 5> luego
(1—22)2 (1—22)2 l-=
(1—a?)y" = x 2x arcsen(x) i

+

A/ 1 — 12 \/1 — 12
2

ey = - x _ 2zarcsen(z)

V1— a2 V11— a2

finalmente, sumando miembro a miembro estas dos ecuaciones se tiene:

(1—2?)y” —xy’ =2 portanto \ =2

6. Aplicaciones de la derivada

1. Dada la hipérbola equilatera z? — 3> = a® se traza una tangente en un punto
P cualquiera de ella, que intersecaen () y R asus asintotas. Demuestre que
el area del triangulo OQR es igual a a>.

Solucion.

2
ke \\}-
\ : /

Sea P(u,v) entonces u? — v? = a2, por pertenecer P a la hipérbola.
Ecuacion de latangenteen P: y — v =mu(x — u) (1)

Pendiente de latg. m; = y'(u,v), derivando 2z —2yy' =0 =y’ = d

u , u .
luego m; = —, asiresultade (1): y—v= —(x —wu) de donde intersecando
(% v

2
con y = x obtenemos las coordenadas de @ queson: =z =y =

y también
u—"v



2

a

con y = — z, lascoordenadasde R queson: z =y = — n
u

, finalmente
v

como el tridngulo es rectangulo su &rea es

2 2
A=10Q OR, donde 0OQ =2 —"— y OR=+/2 "

lu — v lu + v

4 4
a a 9

WQ—W|:5EZG

luego remplazando resulta A =
Para que valores de a,by c los graficos de f(z)=2*+az+by
g(z) = 2* + cx tienen una tangente comin en (2,2).

Solucioén.

Se debe tener:
f2)=2< 442a+b=2 (1)
92) =2« 8+42c=2 (3)
f'2)=9'2)e2-24+a=3-22+¢ (4)

de donde resolviendo se obtiene: a =5, b= — 12y ¢= —3
Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva

22 =22y +y? +22—-6=0
trazadas desde el punto Py( — 3, — 7)

Solucién.

Q(u,v)

(=3-7)



Primero Q(u,v) pertenece ala curva, entonces la satisface

u? —2uv+ v +2u—6=0 (1)

7
por una parte m; = % por otra m; = y'(u,v), entonces calculando ¥’
u

—z—-1
resulta : 2x—2y—2xy’+2yy’+2:0:>y’:&a3|
y—x
—u—1 7 —u—1
m; = L,con v # u, luego v _vou de donde
V— U u+3 V—U
u? —2uv+v* —3u+4v+3=0 (2)
resolviendo (1) y (2) resultan: u =1V u= —15 =v= -1V v= —21
y las ecuaciones de las tangentes son:
3 7
ty : y+7:§($—|—3) tgzy+7=6(l‘+3)

Si f(z) = |senz|+ cosz, con z € |, 3| entonces calcule (f~')’(0)

Solucién.

,
P S— VA f (X) = —senx +cos x
%

Primera forma
Notemos que cuando en la funcion inversa

5 3
r=0=0= —senx + cosx & tgr = —1@:62%6]737#[
iy 1 1 V2
(f )(0): BT = 51 Br 9
f/(_) —COST—SQ'I’LI

4

Sequnda forma

Obteniendo lainversa, y = — senz + cosz = — senx — sen(¥ — z) <



z+3 — g m—%”rx 3 3T

y= —2sen( ) cos( ) = —ZSBHZCOS(I— Z) &
5 7/ S 3 .
y=—2 cos(x — —W) invirtiendo = = “- + cos 1 (— i), asi resulta
4 4 \/5
1 3T 1 T .
[ (x) = — 4 cos™ (— —=), derivando y luego evaluamos en = = 0,
4 \/5

entonces (f1)’(0) = % = g

1 1
Qf_l / r) = — L ,
i S

1
5. Encuentre las tangentes a la curva y = )

9
trazadas desde el punto (0, —).
$2’ p ( 9 8)

Solucién.

s

8

]
NS
| 1+x?
]

X X
Por una parte ! 2z
M =Y = -
. . 9 1
por otra parte m, es igual a la pendiente entre los puntos (0, §) y (z, m)
X

9 _ 1

es decir my = S
0—=x
9 1

- 2 8 a2

como m; debe ser la misma, entonces — = de donde se

(14222 0—x

. 1
obtiene 92! — 622 +1=0& 32 - 1) =03’ =1 r= i%
luego las ecuaciones de las dos tangentes son:

9 3
I— _ 3
y=g= Tgver

6. Sea y = (z* —2)e *, determine los intervalos de z donde y' >0 e y' <0

Solucion.
Calculamos g/,



y' =2r e+ (22 -2)eF(-2)=2e2 (-2 +2+2)
puntos criticos donde cambia el signode y’, son: z = — 1, z =2

Asi, — e + °* «— signos de f’, por tanto

—1 2
y'>0,Vo/ —1<x<2
y' <0,V / z< —1V z>2

Una particula P se mueve a lo largo de la graficade y? = 22 — 4, x > 2, de
modo que la abscisa del punto P esta aumentando a razon de 5 unidades por seg.
¢Que tan rapido esta variando la ordenada cuando = = 3?.; Aumenta o disminuye?

Solucion.
Note que : x = z(t) e y = y(t) entonces derivando y* = x> — 4 con respecto
. dy dx dy x dx
atsetiene 2y — =2r — & — = — — ahorapara t =3 =y= £ 5
Ya =" T a  y dt para v y=£V5
dy 3 .
por tanto = + — -5 = =+ 6.70 unidades por seg.

dt V5
Observe que la ordenada crece si la particula se ecuentra en la rama de la curva donde la
ordenada es positiva y decrece en el caso en que la ordenada es negativa.

Una particula de masa m se mueve a lo largo del eje « de modo que su posicion

. d :
x y velocidad v = d—f satisfacen

m(v? —v3) = k(zg — z?)
donde vy, z¢ Y k son constantes. Demuestre que
dv
m— = — kuz,
dt
siempre que v # 0

Demostracion.
Note que : z = z(t) e v = v(¢) entonces, derivando m(v? — v3) = k(zy — z?)
dx dv

dv
con respecto a ¢, setiene m2v — = k( — 2x —) < mv— = — kxv de donde
p m2v— (—2x dt) mo— v

dv

— = — kx.
me x



9.

10.

11.

Encuentre la ecuacion de la tangente a la curva y = f(«) definida implicitamente
por la ecuacion
2?22y + 3y +2x+Ty—3=0
en el punto y = 0 y de abscisa positiva.
Solucion.

Coordenadas del punto, si y =0= 2> +2x —3=0=2=1> 0.
Derivando con respecto a =,

2y —2x — 2
20— 2y —2zy ' +6yy' +24+7y' =0=>y = F— —
T ) Ty +0yy +2+1y Y 6y — 20 + 7
luego —2-2 !
my — —— — — —
P m="907 T T
asf la ecuacion de la tangente resulta y = — 2 (z — 1)

Calcule el punto de interseccion de las tangentes trazadas a la curva
22—y +6ry—y+2=0
en los puntos P;,i = 1,2 y cuya abscisasea x = 0.

Solucion.
Puntos de tangencia, si t=0= — ¢’ —y+2=0y=1Vy= —2
Dos son los puntos de tangencia P;(0,1) y P»(0, — 2).
Por otra parte derivando impicitamente para obtener la pendiente de estas
tangentes, se tiene:

3x2 + 6y
322 — 2y’ +6 6xv’ . /
€T yy ) Yy y ==y = 1+2y— 6z

Ecuacion de latangente en Py(0,1) es, y — 1 = 2x
Ecuacion de latangente en P»(0,1) es, y + 2 = 4x

3
Intersecando estas tangentes, resulta y+2=2(y—1) < y=4=x = 2
. . 3
luego el punto de interseccion de las tangentes es (5, 4).

Calcule el area del triangulo formado por la tangente a la curva y = z%cos®(z?) en
el punto =z = /=, y los ejes coordenados.
Solucion.



10,01
y T'SE f(x) =x? cos?(x?)

y 507
251
. ]

00 T 1T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4

kS
A

Note quesi, z = /T~ 1.77 =y =,
La ecuacion de la tangente en Py(y/m, m) es: y —m = my(z — /), luego
y' = 2w cos*(z?) + 2? - 2cos(x?) - sen(z?) - 2z = my =y'(\/T) =2¢/7

de donde m; = 2+/7 entonces y — 7 = 2\/7(x — \/7)

Intersecando esta ecuacionconeleje Y,z =0=y= — 7 = A(0, — 7)
. 1 1

yconeleje X, y=0= 1z = §ﬁ = B(§ﬁ,0)

Por tanto,

. 1 1 1
Area= —| —n||=\/7| = 77
2 2 4
12. Calcule el area del triangulo formado por la tangente a la curva y = x2sen?(z?) en

el punto =z = \/g, y los ejes coordenados.

Solucién.



10,0
f(x) =x2sen?(x?)

757
y y 5.0
251

0.0_ rri T T rr T T T T T T

0 1 2 3 4

X
X
A

Note que si, :c:\/gzl.% éyzg,

s ™
La ecuacion de la tangente en Py(,/7,%) es: y — 5= my(x — ,/5), luego

y' =2 sen®(x?) + 2* - 2sen(a?) - (— cos(x?)) 2z = m;y = y'(\/F)

s ™ > s
de donde =24/= entonces y— = =24/ =(x—4/=
=g Y73 @ =y/3)
Intersecando esta ecuaciénconeleje YV, r =0=y = — E = A0, — g)
yconeleje X, y=0=x= - ,/ ,/
Por tanto,

Area =31 - 313\/5 1= 573

13. De una lamina circular de radio R dado se quiere construir un embudo de la mayor
capacidad posible, cortando una seccién circular de &ngulo o como se indica en la

figura. Determine el valor de .



Solucién

Funcion a maximizar el volumen del embudo

1 ] ., .
V= §7T1°2h sujeta a la restriccion 72 + h? = R?, asi

1 1
V= Sm(R = h)h = V' = om(R* = 3h%) =0 &

1
h=—4R=1r=

V3

1 1 1
Como V" =2rh= V'(—=R)= —2r—R <0=en h=—R el

V3 V3 V3

R,

)

volumen V' es maximo.

Ahora para determinar el angulo «, se tiene que:

2 2
2rR = 27r + aR 'y como rzy/gR :>04:27r(1—\/§)%66.06°

14. Encuentre la ecuacion de la tangente a la curva y = f(x) definida implicitamente
por la ecuacion
2 =22y + 3y +2x+Ty—3=0
en el punto y = 0 y de abscisa positiva.

Solucién.



Coordenadas del punto,si y =0 =22 +2r —-3=0=2=1> 0.
Derivando con respecto a =,

2y — 2x — 2
20 -2y —2xy' +6yy +2+7y' =0=y' = —F——-—
€ Y ry Yy Y Y 6y — 27+ 7
luego —2-2 1
my = ——— — — —
PMmE TN T T
asf la ecuacion de la tangente resulta y = — 3 (z — 1)

15. Un triangulo rectangulo, cuya hipotenusa mide 9 m., gira en torno de uno de sus
catetos, generando un cono circular recto. Determine las dimensiones del triangulo
rectangulo que genera el cono de volumen maximo.

Solucioén.

Funcion a maximizar el volumen V del cono circular recto, que esta dado por

1 ] 1
V= 37 v’z sujeto a z? 4+ y° = 81, entonces V = gw(Sl — %)z

1 1
V= gn(8le—2’) > V' = gm (81 - 327 —0er=3V3=>y=3/6
Naturaleza del punto critico,

1
V"(z) = (- 62) = — 2z, entonces V" (3v/3) = — 6m/3 <0

§7T

luego, en el critico V' toma su mayor valor.

16. Determine las dimensiones x e y, del rectdngulo de mayor area que se puede
inscribiren un circulo de radio r (dado).



Solucién.
Sea A el &rea a maximizar, A = zy, x e y variables, 0 <z < 2r, 0 <y < 2r

por otra parte se debe cumplir que 22 + y* = (2r)? = y = V41?2 — a2,
entonces,
A=x\4r2 —2x%,con0 <z < 2r
A = 4r2—x2+xi20:>4r2—2x2:0:>x: \@r
4r? — g2
Note que 0 < \/§r < 2r, por tanto el ptimo es absoluto, asi:
—x 2 — 8rlz
AV = + = A"(V2r)= —1-3V2r<0
472 — 2 4r? — g2

Por tanto la funcién A es méax. para = = /2, asi el rectangulo de mayor area

tiene las dimensiones z =y = /2.
La integral definida

Por medio de cambios de variable adecuados, demuestre

™ /2
/ In(5+4coszx)dr = 2/ In(25 — 16 sen’z)dx
0

—T

Demostracion.

/ In(5+4cosx)dxr = 2/ In(5+4cosx)dx, yaque In(5+ 4cosx) es par,
-7 0

T ot -
0

™ 5 ,
sea 1= —t=u ‘y dr = — dt, asi

T
2

= 2/ 2ln[5—|—4008(g —t)|(—dt) = 2/2 In[5+ 4 sent]dt

T
2 2



0 3
= 2(/ In[5+ 4 sent]dt + / In[5+ 4 sent] dt)
: 0

-
0 0

< u| ,y dt= —duyen laprimera integral

I Z
2 2

Ahorasea t = —u=1¢

resulta

= 2([Uln[5 —4senu] (— du) +/% In[5+ 4 sent] dt)

5 0

= 2(/2ln[5—4senu] du+/2 In[5 + 4 sent] dt)
0 0

/2
= / In(25 — 16 sen’z)dx
0

La integral indefinida

Encuentre una primitiva F'(x), de

1
T) = ———— + 271
/(@) V2 +1
tal que F(1) =+/3
Solucion.
. . 1
De inmediato F(z) = /22 + 1 + i 2714 O,
1 1
Fl)=vV3+—+C=V3=>C= - —
(1) \/—+ln2+ V3 In2’
luego
1 1
Flz)=+y2z+1+ - —2"1 - —
(z) T +ln2 In2

. . 2¢ — 1 .
Determine unacurva y = f(x) si y' = a + cosm(3x — 1), si la curva pasa
x

por el punto (1, %)

Solucién.

2¢ — 1 20 — 1
y/: r —{-00371'(31'—1) éyZ/[ ZL‘ —{—COS7T(3:B—1)]CZ$$
xr xr

1 1
y = /[2— — 4+ cosm(3x —1)]dx =2z —Inz + 3—sen7r(3a:— H+C
x

™



como la curva debe pasar por el punto (1, 2), entonces

1=2-1-Inl+ 4 sent+C & C= —1, conloque

1 ., .
y=2x—Inz+ 3, 5en w(3xz — 1) — 1, es la ecuacion de la curva pedida.
T

3. Encuentre la primitivade f(z) = e — 5 que pasa por el origen O(0, 0)

(z +1)?
Solucion.
Sea F'(x) la primitiva buscada, entonces F(x) = — %e‘z"” + ﬁ +C
Por otra parte se debe tener, £'(0) = 0 entonces: — % +1+C=0=C= — %
luego, la primitivade fes F(x)= — 16—233 + 21 1
2 x+1 2

4. Calcule y'(0), si

y = / senx sen(t* + g) dt
0

Solucioén.

2

T
Previamente, y = senx/ sen(t* + g) dt, entonces
0
2

y' = cosx/ sen(t* + g)dt-l— senx sen(xt + g)Qx
0
y'(0) = (cos0) -O-l—senOsen(g)Q 0=0

5. Calcule y'(1), si

x T IZ
a) yz/ etzdtb) y:/ z2e!’ dt C)/ e’ dt
1 1 1
Solucion.

a) y' =€, entonces y'(1) =e

x

b) y:/xQQtzdt:QZ‘Q/ etht=>y':2a:/ 6t2dt—|—1'2€x2:>y/(1):€
1 1 1

c) y' = e* 2z, entonces y'(1) = 2e



6. Determine f y unaconstante c tal que
/ f(t)dt =cos2x + 1
c

Solucion.
Derivando, resulta f(x) = — 2sen 2z, luego

C

X x
/ —2sen 2t dt = cos2x + 1 & cos2t| = cos2x + 1, de donde
cos2x — cos2c = cos2x + 1 < cos2c¢c=— 1, luego una constante ¢ resulta

025

T

3 ™
7. Determine y' e y”, si yz/ cosgtdt+/ cos’x dx
0

x
Solucioén.

™
Note que / cos’z dx es una constante, luego
0

= (cos®13)3x? — cos’x

y/
y" = (3cos’z? - senx® - 32%)32% + (cos’x?)6x — 3cos’y - ( — senx).
senx , , .
8. Dada f(x) = ———— + bz, determine b € R, si se sabe que existe una
1+ cosx

NS

primitiva F' de f, que satisface: F'(0) =0y F(g) = —

Solucién.

Se debe tener que: F'(z) = f(z) dedonde F(x) = /[1;@?#902 + bx| dx
cos“T

2
F(z) = — Arctg(cosx) + b% + C, luego

02
F0)=0< —Arctg(cosO)—Fb?—i-C:O@ —%—i—C:O@C:%

2 s

™ e T T
F(g)— 1 ° —Arctg(cos§)+bz+c_ -, e
72 7T T 2
b— _ = — — b= —

PR 1901

9. Calcule y'(1) si



2

y:/ (t —x)cos’t dt
1

Solucién.

2 2

T T
y:/ tcos>t dt—x/ cos3t dt
1 1

2

y' = 2 (cos’z?)2x — / cos®t dt — x (cos’x*)2x
1

y'(1)=0

10. La siguiente ecuacién es verdadera

b b
/ 2"dx + \'/Zdy — bn+1 _ an+1
a a”

a) Ultilice la figura que se indica para justificar esta ecuacion geométricamente.
b) Demuestre este ecuacion utilizando el segundo teorema fundamental del calculo.
c) Demuestre que A, =nB,

Y
y=x"
An
; Bn
0 a b X
Solucién.
a)

bn

b
Note que B, = / x"dr yque A, = \ﬂ/ﬂdy, entonces geométricamente

a

b b’rL
/ x"dr + / \/Qdy es la suma de dos rectdngulos cuyo valor es:
a a’!l

— (b _ a)bn + a(bn _ an) — bn-‘rl — ab® + ab” — an+1 — bn-‘rl _ an+1

b y%+1

+
a %—I—l

bn

a?l




1 n
— bn+1_ n+1 bn+1_ n+1
moEL a™ )+ a"")
1 n
— bn+1_ n+1
( A G e,

— bn+1 _ an+1

c)
" n +1 +1
An: n — " (pntl _ on
/an Yy dy e a""")
1
— n{n—-l_l(anrl o anJrl)} — an

11. a) En base a las propiedades de la integral definida calcule(no ocupe primitivas)

1 x
xe
/1(1 Ty

. 1 T14¢
lim / + dt
r——1 $2—1 ,12+t

b) Encuentre

Solucioén.

a)
1 Lot 1 R
1- - . — 11— (-1
/_1( 1+ €2x)dx /_1dx /—1 1+ e da | ( )
re®

note que f(x) =

es impar pues

14 e
—xe * re’
— )= = - = — or tanto
1 x
/ A - 0, asi:
-1 1 + 62'10
/1(1 T e =1l (—1)]—0=2
-1 1 +€2x N N
b)
. Y14t
Por el teorema del valor medio 3¢ € [— 1,z] / f(§)(xz+1) = o dt,
-1

entonces,



) 1 Y1+t ) 1
lim dt = lim ——— 1), —1<€<
17—>—1ZL‘2—]./_12+t =122 — 1 f(f)(.’]f—f— )’ _5_33

= lim - f(6), ~1<¢<w

1 1
= Iim iga - Sfﬁx,
e——1lxr—1 2+¢
note que cuando, x — — 1 = £ — — 1 entonces,

. 1 Y1+t
lim dt =0
r——1 x2—1/_12+t

12. Sea = = F(y) tal que

Y ™
x = / [y sen’( §t_1)] dt, y >0
1

d
Calcule 4y en xz = 0.
dx

Solucién.

Y
Note que, z = y/ sen?( gt‘l)dt y que sen’( gt‘l) > 0, entonces si
1

y
:C:O:>O:y/ senQ(gt_l)dt,pero y>0=>y=1
1

Asi, derivando con respecto a y, se tiene:

d )
or :1~/ sen’( =t~ )dt +y~sen2(gy_1), entonces
1

dy 1
Yy = _
( x)/o,yl

I
/ sen’( zt_l)dt +1- sen?( E)
: 2 2

13. La figura muestra la grafica de una funcion f que tiene tercera derivada continua
Las rectas segmentadas son tangentes a la graficade y = f(z) en los puntos
(0,2) y (3,0).En base a la figura, diga, si es posible, si las integrales siguientes

son positivas, negativas o cero.



3
2) / f@de by [ fl@)de

3
C)/Uf”(x)d:r: d) f'"(z)dx
Solucién.

3
a) /f(a:)dm>0, pues f(x) >0, Vx: 0<z <3
0

3 3
b) /0 f@)de = f@)| = 13) - f0)=0-2 <0

3 2-0

3
0 /0f”(w)dx=f’(:v)‘0=f/(3)—f/(0)=fg—0= —1<0

3 3
d) /0f”’(w)dm=f”<:c>\0=f”<3)—f’<0>:0—<<0>: >0

14. a) En base a las propiedades de la integral definida calcule(no ocupe primitivas)

/2(3—1;)\/@)@

-2

b) Encuentre

. 1 1+t
lim dt
x—>1.fC2—1/1 2+t

Solucién.

a)

2 2 2
/(3—x)\/4—x2)dx:3/ \/4—x2d:v—/x\/4—x2d:c,
- 2 -2

2



2
note que f(z)=xv4 — x> esimpar, entonces / xV4—x2dr =0,y
-2
2
/ vV 4 — x? dx = a la mitad d area de una circunferencia de radio 2,
-2
2
1
entonces / Vi —2?de = §7r(2)2 = 27, por tanto
-2

/2(3—5E)\/4—x2)d1’:3(27r)—0:677.

2

b)
- "1 4t
Por el teorema del valor medio 3¢ € [1,z] / f(§)(z —1) = 2—+tdt’
1
entonces,
. 1 14+t . 1
lim dt = lim —1), 1<¢£<
JHIIEQ—l/l 241 e—1x2 — 1 F&)( ) 1sé<a
1
= lim 1<€<
lim—— f(§), 1=¢{=w,
I 1+¢

Im 1<¢e<
iz +1 2+ ¢ sész,

note que cuando, x — 1 = ¢ — 1 entonces

. 1 1+t 1
lim / + dt = =
r—1x2 — 1 1 24+t 3

15. Sea z = F(y) tal que
y
x = / [y 4+ sen?(mt™H)]dt, y >0
1

d
Calcule &y en =0
dx

Solucién.

Y (0 Yy
:C:/ [y+sen2(7rt_1)]dt=y/ dt—l—/ senQ(mt—l)dt
1 1 1
y

r=yly—1)+ / sen®(mt™1) dt
1

Ahora, derivando respeto a y, y considerando = = F(y), se tiene:

d
d—?gj =2y—1+ sen2(7ry’1)



)
Si x =0 entonces 0 = / [y + sen?(mt~ 1)) dt, y como y + sen?(mt™1) >0
1

se tiene que y = 1, luego:
@ 1

r= = = 1
(d:v) CT 211+ sen?(m-171)
9. Métodos de integracion
1. Calcule
2) dx
x2y/4 + x2
b) /sen(lm:) dz
Solucion.
a) r=2tgt = dr = 2 sec’tdt, entonces
/ dx B / 2 sec’t dt _l sectdt_l/costdt
22\/4 + 22 AtgPt\/A +4tg?t 4] tgPt 4] sen’t

1 1
= —Zsen’ltwt(): —4—\/4+x2 +C
xXr

1
b) Por partes: u = sen(lnx) = du = cos(lnm);daz

dv=drxr=v=2x
entonces, resulta

I= /sen(lna:) dx = x sen(lnx) — /cos(lna:) dx
I =zsen(lnz) —J (1)
1
Analogamente, u = cos(lnz) = du = — sen(lnm);dx
dv=dr=v==2x

J =z cos(lnz) + [sen(Inz)dx



J =z cos(lnx) + 1 (2)
Resolviendo (1) y (2) para I, resulta

I= g[sen(lnx) + cos(lnz)] + C

2. Calcular

a) /x sen (2x) dz

b) /[(?)m2 +2) + 6]z dzx

Solucion.
u=1x=du=dx

2z) dx, tes: 1
a) /:c sen (2x) dx, por partes dv = sen (2z)dz = v= — §cos(2:c),

1 1
/x sen (2z)dr = — 5% cos(2x) + 5/003(23@) dz
1 1
= -5 cos(2x) + 75en (2z) + C

b)
/[(3x2+2)9+6]xd:r: = %/(3:{:24—2)963: d:n—l—/Gxda:

3. Calcule las siguientes integrales:

(i) /\/1%7—7352 dx (i) /senxln(tga:) dx
Solucion.

(i) Sea = = sent < dx = costdt, asi

2 2
t
/xidac: Lcostdt:/sen%dt
V1— a2 1 — sen?t

1—cos2t 1 1
= _— = — —_ = 2
/ 5 dt 2(t 5 5en t)+C



1 1
= —(t — sentcost) + C = §(arcsent —zV1—-22)4+C

(if) Por partes, sea

1
u=In(tger) & du = ——— dzx
Sen T cosT
dv=senxdr < v= —cosx,

/senx In(tgz)de = — coszlin(tgz) + /cosecz dx

—coszxlin(tgz) — In(cosec x + cotgzx) + C

4. Calcular
a) /x sen (2x) dx
b) /[(3$2 +2)? + 6]z dx
Solucion.

u=z=du=dz
a 2x) dx, por partes: 1
) /a: sen (2x) dxz, porp dv = sen (2z)de = v= — 5cos(29z;),

1 1
/:L' sen (2x)dr = — 3% cos(2x) + 5/003(2:1:) dx

1 1
= -3 cos(2x) + 75en (2z)+C

b)
2 9 1 2 9
/[(33: +2) —i—6]a:da::6/(3x +2)” 6z d:z;—i—/Gxdx
1 2 2 10
= 6—(3$ 1—8 ) +32°+C
1
= @(3x2+2)10+3x2+0
5. Calcule

5
2) /6+4secxdm
b) /eﬁda:

Solucién.



T
a) Sea t=tg—, de = —— -
) 92, x 1+t2,cosx e

/ 5 dwz/ 5cosw dxz/ 5(1 —t2) - 2dt
6+ 4secx 6cosx + 4 6(1—¢t?)+4(1+¢t?) 1+1¢2
-1
:5/(t2—5)(1+t2)dt
:5/ t*—1
(t = VB)(t+V/5)(1+12)
-1 A B Ct+ D

Y R RV A ERV A R

2 —1=A(t+/5) 1+ + B(t — /5)(1+t2) + (Ct + D)(t> — 5)

dt,

. 1 1
de donde resolviendo resultan: A= —— , B= ———,C =0, D= —
3v/5 3v/5
Asi,
5 7 _1 l
— da= [ 2P _at dt St
/6+4secm v /t—f +/t+[ *
—Lln(t—\/3)+Lln(t+\/5)+1,4rctgt+k
3v/5 3v/5 3
x 1 T 1
:—ln — B+ —=In(tg= + 5 + =z + k

b) Sea = =t*= dr =2tdt
/eﬁd:r: = /ettht = 2/t e'dt, ahora por partes:
u=t=du=dty dv= eldt = v==¢', asi:
/eﬁdz =2(tel — /etdt) =2(te' —e') + ¢

=2e\/5(\/5—1)+c

6. Calcular

a) /sen?’x dx



b) /[(aaz2 + bx)? — senx)(az + g) dz

Solucién.

a) /sen3:c dr = /sean senz dr = /(1 — cos*r) senx dx

= / senx dx — /003293 senx dx

1
= — cosT + gcos?’x +C
b
b) /[(a:c2 +bx)* — senx](azx + 5) dr =
2 3 b b
= [ (az® + bx)’(az + §)dx —a [ zsenx dzr + 2 dz
=3 (ax® 4 bx)°(2ax + b) dx — a | xsenx dz + 2 dx

la primera y tercera son inmediatas, la segunda es por partes, asi

Sea u=2x < du=dx
dv = senzrdr < v = — cosz, luego
/a:sena: dr = — xcosx + /cosx dxr = — xcosx + senx, entonces

/[((1332 + bx)* — sen z](ax + g) dr =

b
(ax® 4 bx) — a( — zcosz + senx) + 3% +C

ool

10. Aplicaciones de la integral

. 1
1. Considerelacurva y=— para 1<z <6
X

a) Calcule el area bajo la curva.
b) Determine ¢ de modo que larecta x = ¢ bisecte el area de la parte a).
c) Determine d de modo que larecta y = d bisecte el area de la parte a).



1-_J\X_C

N y=d
0|1 6 X
Solucién.
6
< 1 16 1 5
a) Area = —d :__‘ =1--=2
) /13:2 v x 6 6

b) Se debe tener

¢) Analogamente,

! 5 L5
/d\/@dy:E@2\/§‘d:E:2—2\/E:>d:0.62

2. Calcule el area encerrada por las curvas

1 2
Yy==x,yYy=2x € y= —
2 T

Solucién.




3 1 1,2 3 1
i 0+(lna: 43&)1 4+(ln ) —( 4) In

L . 1 .
3. Sea laregion plana comprendida entre la curva y = 5 el eje X, para
1<z <6.
a) Determine ¢ de modo que larecta = = ¢ biseque el area de la region.

b) Calcule el volumen del sélido de revolucion que se genera al girar en torno al
eje Y, laregion mencionada.

Solucion.
Y
o 1T 6 7
X=c
16
a) Area—/ —dr = — — , entonces / —d:p—— —) =
T
Le_5 _12
sh 12 7T

6 1 6
b) Vy=27r/ x(;)dmz?wlnx‘l = 27Inb
1

. g 2 2
4. Calcular el centroide del alambre que esta definido por lacurva z3 +y3 =1, en
el primer cuadrante.
Solucion.

>

Como y = x es un eje de simetria, entonces 7 = =



1 1 1/3
/x\/1+(y’)2dx /vfz,“\ll—l—(yl—/g)2 dz
0 _ Jo L
' /1 N2 4 N ! y1/3 )
1

1 2
/ x3dx
0

1
1 3
/a: sdr 37
0

Un sélido con base semicircular acotada por un semicirculo del circulo

Y=71T =

[S3{[SN]
8
wlw

SEIINY

2> +y?> =9 y z =0, tiene secciones transversales perpendiculares al eje X que
son cuadrados.
Encuentre el volumen de este solido.

Solucion.
z
| T 4 2 ey? 20
-3 \\3 X Y
y-/’/
X ¥
3 3 3
Vz/ A(x)dxz/ (2y) dw:4/ (9 — 2%)dx
0 0 0
a3
(92 3 ) 0

Un objeto parte del origen y se mueve hacia arriba por el eje Y. Al mismo tiempo,
un perseguidor parte del punto (1,0) y se mueve siempre en direccion al objeto. Si
la velocidad del perseguidor es el doble que la del objeto, la ecuacion de la
trayectoria es

Yy = %(:1:%—3.’5%+2>

¢Qué distancia ha recorrido el objeto en el momento de ser capturado?. Probar que
el perseguidor recorre el doble.

Solucion.



Sean: d, la distancia recorrida por el objeto
d, la distancia que recorre el perseguidor

d se obtiene cuando x =0 = dy =

/ 3 3 1

dy = / 1+y?de, y' = (2m2—§x$>:§(xé—xé):>
1 1 1 ) 9 1 _1

1+y' :[§(x2+x 2)] = \/1+y' :§(x2—|—x 2):>

dlz/ol(

7. Determinar el centroide de la seccion plana que se indica

N)I»—‘

%) dr = 3 portanto di = 2d>.

Solucion.

Por simetria =, = 0, para calcular y, separamos la seccion en dos partes: la de la
astroide 0 <y <1, y laseccion rectangular —1 <y <0, asi

Y141 + y2 Ao . ) 1
=2 — 72 = enque de inmediato = ——Vy Ay, =2
y!] A1+A2 q Y2 2 y 2
1
y (2 —x1)dy 1
para y; = = y A = 2/ ydx siendo:
0

T
2/ ydx
0
2\ 2 2\ 3 2\ 2
952:(1—?43) 7551:—(1—93) ;Z/Z(l—x?f)

wlro

1 3 5
entonces = 2/ > (1 —t) ‘dt = 36(3, §) = 37( )711(2) analogamente
0 2 2 7(7)
1 1 )
2/ydx:2/ (1—x§)dx sea t =z =
0 0
1 3 5
31 7(5)7(5)
— 2 _ 42 1 — 2 — - —) = = I t t
/0 21t( t)2dt 36(2,2) 3 @) 1 Porlotanto

13 ~(%) " 3157



0.259 - 3% + (—3)- 2
16 T2

Yg =

8. Una tangente al gréafico de una funcién continua y = f(x) enel punto = =a
forma un angulo de % con el eje de las abscisas y un angulo de 7 en el

punto x =b.

Calcule:

b
a)/f%mmr

b x
b) /a:f”(x)dx, Si f(x):Arctg(E)

Solucion.
b b e e
a) / [M(@)de = f'(2) |, = ') = f'(a) = tg7 —tgZ =1 V3
>/xf% \—/f bf'(b) ~ af (@) - (@),
=b—a\/3— f(b)+ f(a)

a
=1 "(r) = ——— resulta
Como: f'(a \/_ 3y f'(b con f'(z) P
1 1 /2¢/3-1
a=—=Y b=+-1/ ———— portanto
203”2\ s P

/a:f” \/2 3_1——j:Artg\/2\/_—1+—

9. a) Demuestre que fflog sen(t+ ) dt = foilog(cost) dt

1

log(1 L,

b) Calcule / %dm haga la sustitucion = = tgt
0 x

Solucién.



T s ™ x
a) Sea t=7—u :>t:§_(1+u> y dt = —du, t|;

% 0 s ™ % T
luego log costdt = | logcos|= — (= +u)|( —du) = [ logsen(t+ Z) dt

2 ‘4 0
log(1+ ) 1—1—90 Tlog(1+tgt) /
b = [ =2 Tectdt = | log(1 + tgt) dt
) / S 14a? /0 1+ tgt see 0 og(1+tgt)

I I
= / log(cost + sent) dt — / log cost dt
0 0

/log\/isent—k4 dt—/4logcostdt

0

i i
2/ log\/gdt—l—/ log sen(t + 4)dt—/ log cost dt
0 0
zglogﬁ

10. a) Hallar el area de las regiones limitadas por la curva p = 2a cos36 Yy los arcos
del circulo p = a situados fuera del circulo.

b) De un cilindro circular recto de radio a se corta una cufia por un plano que pasa
por el diametro de la base del cilindro y esta inclinado un angulo « respecto de
la base. Hallar el volumen de la cufia.

Solucién.

a)

Y fb‘-..‘_“-a

P(x/ | \ T E
|III \\"x -“"ﬁr:«‘%l‘_'_ _H-\-\-.
I'-.t = ?‘.;-_‘-E‘Q-\J_t__'_,_,-'/f
w f S—
_)\Kf_’__ﬁ,/ 5

Puntos de interseccién de las dos curvas



p = 2acos30
p=a

1
écos?ﬂ:g ©3«9=2k‘7r:|:g

suficiente £ =0, 0 = ig
Asi,

1 (5
A= 35/ [4a*cos®30 — a*] df

s
9

A= %a2(4/9—1+020860d8 —/gde)

i
9

-
9

3 2T 2 2T

A= 242 2. 02T
2a(g—i-?)sen?))
_ g V3
A= (3+2)

1
A(z) = gUh, h=ytga

a
1
V:2/ §yytgada:, pero y* = a® — z°
0



a
2
V = tga/ (a® —2%)dr = Za’tga
0

3
.172 —
11. Calcular el area entre la curva y = —; 1 y el eje X, entre los puntos =z = — 2
X
y x=3.
Solucion.

3.2 3.2

. —14 —4

Area:/ ‘x ’d:c:/ = |dx
olx?+1 o x2+1

Loy, L [
- [ T Yy d
/_2 x2+1 m+/2 241

Calculamos
(22 — 4) -5
/ o dr = [1+x2+1]daf;:m—5Arctg(m)+C’
2 (%2 _ 4) 2
/_2 P dx [x—5 7°ctg(:ic)]‘_2 0Arctg 7.07

/3<x2_4)d =[x —54 t()]‘g—l—S(A tg3 — Arctg?2) ~ 0.2905
S =[x retg(x)]], = rctg retg?2) = 0.

luego,
Area ~ 7.071 + 0.2905 = 7.366

12. Calcule la longitud de la astroide

ool
Solucion.
Y = (a§ - :vg)% =y = — (a§ - mg)%z_% = (y')? = (a% - xg):r:_%, asi
l=4/0a\/1+(a§ — i)z ide  =da Oam%dac:éla%%a% = 6a.

11. Integrales impropias



1. Calcular

[l

Solucioén.

o o
r =1’ & dr = 2tdt; m‘l - t‘l , luego

/dex—2/m$dt—2/w[l—1+L]dt
22+l T 2+ T et b+
b
|

. 1 t+1
:2||m[—¥+log +

b—oo t

. 1 b+l
= Alim{l -y +log—

= 2[1 —log2]

1

| =[=1+log2]}

2. Averiguar la convergencia de

00 1 00 1 OO$2 -1
a ——d b —d c —d
) /1 Va(x+1) ! ) /2 Ve Inz v ) /0 es—1 0

Solucion.
1 . 2
a) Comparando con —~=dz quediverge (p==-<1)y
1 .fC2/3 3
1
3
lim x(fﬂ) — lim ¢/ —2— = 1, por tanto la integral diverge.
T—00 — T—00 T + 1

b) Sea x =t> = dx = 2tdt y Inx = 2Int, :c‘:o —t luego

o
e

/OO 1 dl'_/oc Ldt or otra parte
9 \/Elnx N V3 Int P P

1 1 <1 <1
t>lnt<:>—>—:>/ —dt>/ —dt, y como
Int =t V2 Int V2t

/ 1dt diverge,/ Ldt también diverge.
V2t V2 Int

c)



OO.%'2 -1 o0 00
— 7 dz = w?e e dr — e e dx,
0o e 0 0

(0.0 (0.0
Sea t =3z & dt = 3dx, :1:‘ <—>t‘ , asi resulta
0 0

<21 e e [ e e
—d — t2 _tdt——/ “ldt = —~(3) — =~(1
/0 g1 T 97 © 3/, © 5773 = 37(1)

26 c = la integral converge.
~ o7 3 g g

3. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales

6:c ~|—x+1 L g2
a d b —d
) / 1)(z +2) v ) /0\/1—1:2 !

Solucioén.

a)

6l 4x+1 |
dx, comparando con — dx, que converge
1 (2 +1)(x+2) x?

_ flx) . (x4 x+1)2? / 622+ 2+ 1
lim ——= =lim =1#0=

y z—oo g(xz) a—oo x(x? 4 1)(z + 2) 7 z(xz?2 4+ 1)(z + 2)
también converge.

b)

2

1 .TQ 1 1 1
———dx, comparando con / —dr,p==<1=
/o V1—a? 0 (1—ux) 2
que converge, y

im 1) — i A lim L 0= conv
z—1- g(x) a—1- (/1 — 22 a—1- /1 + o \/5

4. Hallar el area entre las curvas

Solucién.
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Como > > 0= 1 * >0« 0 < x <1, entonces el area pedida resulta

— 2

1—e 1—e

1
T T
A:2/—dx:2|im 7dx:2|im(—\/1—x2‘ )
0 V1—2a? =0"Jo /1 —2? e—0% 0

A= —21lim(/T—(1—€e2—1)=2

e—07t

5. Dada

é(f
flx)=4 60

)ﬂ_le_(%)ﬂ si z>0
0 si <0

con 8 #£0y g > 1. Demuestre que

/ Z F@)dz =1

Demostracion.
h _ [ h _ (7B 2y
/_ch(x)d.r—/_oof(x)dx+/o f(:z:)d:c—/o 0(9) e ‘v dx

Sea t= (%)ﬂ & dt = g(g)ﬂfld:p, x‘zc - t‘zc, entonces

b—o0 0 b—oo

o0 o0 b
/ f(z)dx = / etdt=lim —e*| =lim(e'—¢e?) =1
. 0



6. a) Determine los valores de p € R para los cudles la siguiente integral converge

]
/ 0gx e
P
1

b) Estudie la convergencia de la siguiente integral

o 1
/ N S
. Vet +1)
Solucién.

b logx

1
dx = |Im§l0926 =

T b—o0

a) Si p =1 laintegral diverge pues: blim/
1

. [ log 2 ~1 .
Si p <1, como 09 > 992 vy >2y / — dx diverge, por lo que
xP xP . P

[e )
l .
se concluye que / ﬂpx dx diverge.
X

1

Si p>1, sea p=gq+ 1 ahora logz < z* para z suficientemente grande,

logx 1 * 1
luego pas) < e y COMo /1 Fdx converge (Vg > 0)

logx

—— dx converge.
xP

[0.9]
se concluye que /

1

En resumen: La integral diverge si p < 1y convergesi p > 1.

7. Determine si las siguientes integrales son convergentes y en caso afirmativo
calculelas.

' 1., P(t+2)
a) /Oa:(logx) dx b) /_1—(475—1)2 dt

ol

Solucién.

1 1 0 .
a) Seat=log— cr=c'ode= —eldt x‘0<—>t‘ , asi
X o0

1 1 0 00 ]
/ z (log —)*dx = / e '3 (—eldt) = / t2e~?!dt; integrando por partes
0 z 0

o0

1
1 1
resulta / z (log —)*dx = ~ = converge.
0 x 4



1 1 1 1
2)? i 2) Y(t+2)0 _ :
b) / (t+ ——dt = /IL)thJr/ L)th; analizando la primera
-1) ~1(4t — 1) 1(4t—-1)
T i
comparandola con 42/ — dt :/ ———dt = p=2>1 (div)
(4t —1)? (-t

(t+2)3

2 1 1 3 .
y Como !'m (4-1)° _ 16(1 +2)8 #£0 :>/ ((4t 1))2 dt, diverge.
g,

. x ]
8. Hallar el area entre lacurva y = oY y su asintota.
X

Solucién.

00 2

Notemos que el area esta dada por A = / [1-—

—00

o 1] dz, 0 bien

| |
A=2 = 2lim =2 lim(A —A
/0 o 1er' /0 o 1d:£ b_)oo( retgb rctg0)

b—o0

9. Determine el volumen del cuerpo de revolucion generado por la rotacion de la curva
y =2ze 2, alrededor del eje X.(z > 0)

Solucioén.

V. = 7r/ 4ate " dr = 47r/ i dx = 4my(3) = 8n
0 0

10. Calcular el centroide de la region plana entre la curva y = e, y el eje X.

Solucién.
Y A
2
0 X

Por ser el eje Y un eje de simetria, Z =10



11. Determine si las siguientes integrales son convergentes y en caso afirmativo

calculelas.

1 3
1
a zlogx dx b / dt
) /0 g ) 0 3—t)V/1+¢

Solucioén.

0
a) logr=1t & x=c¢ < dr=_edt x‘o Ht‘ asi
—00

1 0 0
/ xlogx dw:/ te%dt:/ (_g)e,u(_d_u)
0 _ 2 2

o.¢] o

1~ 1 1
= — — _d = — — 2 = — —
/Oue U 47() 1

3 1 3 1
b) / dt, comparando con / ——dt, p=1(div.)
0 (3 — t) + t2 0 33—t

V1
y como lim L _ !
=31+ /10

# 0 = laintegral en cuestion diverge.

12. Demuestre para n € N, que



1
/ (t—1)log"tdt
lim (— 1) 20

=1

Demostracion.

1 0
Sea x =logt & t=¢€" < dt =e"dx, t‘0<—>x‘

—0oQ

1 0
Asi: / (t—1)log"tdt = / (e —1)z"e"dr; sea x = —u
0 —00

/ U(e—u 1) (= w)e Y —du) = (— 1)" / (e~ — u"e™) du

) 0

(— 1)n/ ue " du — (— 1)”/ u"e " du; sea 2u=r
0 0

— (-1 [ (Grergdre (-1

1 o
=(-1)" 2n+1/ e dr+ (—1)"n!
0

1
—(—1)"—n! + (= 1"l asi:
( on+1 ’

1
/ (t—1)log"tdt
lim (—1)"' =0 =

n—00 n'

. 1 . 1
lim (= 1) (= 1)+ (= D) = lim (- )P -1 =

13. En la teoria de la probabilidad, los tiempos de espera tienden a tener una densidad
exponencial dada (para a > 0) por f(x) = ae~*" sobre [0, c0). Demuestre que:

o [o¢] 1
a) / flx)de =1 b) / xf(x)de = —
0 0 o
Solucion.
a) f(x)dx = ae “dz; sea t = axr & dt = adz; :L"ZO — t‘zo
0 0



14. Calcular

o0 3:2
d
/0 1+t
Solucién.

Haciendo z? =tg6 < 2xdx = sec?0df < 2+/tgf dx = sec?0 db;

/2
asi resulta

o0
a:‘ — 0
0

00 2 00 2
/ x dx:/ tg6 3609 \/Ede
0 0

0

1+t 1+t9292\/tg T2
1 [~ | 1 31 IBNENNEY
= 20 cos 20d0 = ~ (=, ~) = ——242
2/U sentcos Y I e vey
:1 T :1 2m
4 seny 4
15. Analice la convergencia de:
r+1 ® logx
a)/ _14/3d b) /1 T dx
Solucion.
x+1 ! z+1 2 z+1
a) / —1) T (2 _1)4/3 dx /0 (1—372)4/3 dx—"/l (22 — 1)4/3 dzx
-/ 1 . d + / ! d
o A=) B+ BT T @) B+ B

1
. . 1 4 .
la primera integral se compara con / ———dx; p= - > 1= diverge, lo
o (1—x)*3 3

que es suficiente para afirmar que la integral dada diverge.

®logx | . > 1
b) o dx; comparando con o dx; p=2 > 0 = converge y dado
1

2] . 2zl .21 3 . 1
x°logx wogx-l—a:_lm 0gr+o5 m — 0=

ue, lim =lim —— = =
que, r—00 2% T—00 2e2x T—00 4e2x z—00 4 et

® Jogx
/ ‘g dx converge.
1 e




16. Sea f(t) una funcion definida V¢ > 0, su transformada de Laplace se define

L(f) = F(s) :/ e S f(t)dt, si existe.
0
a) Hallar la transformada de Laplace de f(t) = cosh(at)
b) Demuestre L(e® f(z)) = F(s— a)
Solucion.

1 .
a) Con f(t) = cosh(at) = 5(6” +e ™) setiene:

o 1 1 o0 00
F(s) = / efst_(eat + e*“t)dt — [/ ela=s)t gy _|_/ ef(aJrs)tdt]
0 2 2"/, 0

1, [~ 1 o 1
= —[/ e " du+/ e’ dvl,
2° ) s—a 0 s+a

para la primera integral s > a, a > 0 para lasegunda a > 0, asi:

1 1 1, 1 1

s—a7(1)+s+a7(1)]:§[s—a s+a

1
- |
b) F(e f() = (e f(0) = [ e e syt = [ e ayas

— / Tt f(t)dt = F(s — a)
0

17. Averiguar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias

a)/l +fdx b)/:c+1

222 4+ 1 logz

Solucién.

1 .
a) Comparando con / - dx, que diverge y como
1

1 x?
0< -« il \/_ , Vo > 2, entonces
x 2x2 +
2+ > x? 4
/ 5 \/_ dx es divergente. Asi también diverge / \/_ dx
9 2$ ‘I‘ 1 2 2 + 1

yaque,/1m2+\[ +\[ +/2 +\[

222 41 N 2:1:2—1—1 2x2+1



1 0
b) Sea logr =t & ! = x & eldt = dx, x‘o T t‘ entonces

0 _t 0 —t
1 1
/ ¢ :_ eldt = / ¢ —; e_t( — dt)

—00 o0 -

o0 o0
= — / t e 2dt — / t~te~tdt cada una de ellas
0 0

conduce a ~(0), por tanto la integral diverge

18. De las afirmaciones que se indican, determine cuales son verdaderas y cuales son
falsas. Para las que sean verdaderas debe hacer una demostracion y para las falsas
explique por qué o dé un ejemplo.

a) Si f escontinuaen [0,00) Yy / f(x)dx diverge, entonces lim f(x) #0
0

T— 00

b) Si > a, converge, entonces lima, =0

n=1 n—0o

c) Si f’ escontinuaen [0, o) yIll_[L]O f(z) =0, entonces /Ooof’(x) dx = — f(0)

1
d) Si f esdiscontinuaen z = a, entonces / f(x) dx es una integral impropia.
a

Solucion.
a) Falsa.
f(x) = " es continuaen [0,00) Yy /Ooof(x) dz diverge, sin embargo
lim f(z) = lim L 0
T—00 z—oo T + 1

b) Verdadera.
- OO -
Si > a,converge < lim S, =s, s € R. Como S, — S,_1 = a, entonces
n=1 n—0o0

lim (S, — Sp-1) = lima, & s—s=0= lima,.

n—oo n—oo n—oo

c) Verdadera.

Por el teorema fundamental,
b

0 b
/ f'(z)dx =b|im/ f(@)de = lim f(z)| = lim[f(b) = F(0)] = — f(0)
0 —J0 0

0 b—o

d) Falsa.



2 1 1
Tt — 3 . . 1 . .
f(x) = 1 es discontinua en z = 5 sin embargo / f(x) dx es una integral
r — 5 1
2 2
propia.
19. Dada la regién entre la curva y = | — yeleje X
14 e
a) Calcule su area
b) Determine su centroide
Solucion.
a)
1.0

fa il
L L L L L L

2 -1 I 1 2
X .
y 0.5
1.0-
(o¢] eq}
Note que f(x) es par, por tanto el dreaes A = 2/ 1o dx,
0 et

[e¢]

o
haciendo: t = ¢* < dt = e"dx, x‘ — t‘ , por tanto
0 1

s s

o0 1 . .
A_2/1 dt—2b|Lr£lO[Arctgb—Arctgl]—2(2 Z)_§

1+ ¢
00,2 00 2x
Yy 1 e
2 Ldz <[ ———d
/0 2™ 2/0 (11 e ™

b) Por simetria = 0, en tanto que y = — = = ,
2/ ydx 1
0

[o.0] [o.0]
haciendo: ¢t = €% < dt = 2e**dx, x‘o o t‘l , por tanto

1 [ 1 1 1 0 1 1 1
Y= - ——dt==—|lim-——| = ——(0—2)= —
Y 7r/1 (1+1¢)2 T ob—oo 14t 7r< 2)




12. Series numéricas

1. Calcular
i n—1
o nn+1)(n+2)
Solucién.
- 3k — 1 t— 3 4 —1
Sea S, = =y [—2+ 2]
;k(k+1)(k+2) £~'n  n+l n+t2

=1 n n
1,1 7.1 1
= = — —(= — luego
2(n+1 >+2<2 n 2)’ g
- 3n —1 .11 7.1 1 5t
Z = lim —( -1+ =(=— y=12
“~n(n+1)(n+2) n-o 2 n+1 22 n+2 4

2. Analizar la convergencia o divergencia de cada una de las series que se indican



1,4, 2n—-5 >~ ncos(nm)
Zynml 28 b
2) Z:(3) n(n? —5) ) nz_;(n-l—l)(n-l—Q)
Solucion.
a) Por D'Alembert,

- n . 77/—1 2 - 2 - 1
lim 2L — Jim 3" n(2n —3)(n” — 5) =-<1
n—oo @, n—oo3m(n 4+ 1)(2n — 5)[(n + 1)? — 5] 3

luego la serie converge.

b)

o0

0.¢]
n cos(nm)
Zn+1 (n+2) Zn+1 n—|—2)

TL:1 n:l

por el criterio para series alternadas, se tiene

n
1) lima, = lim =0
)n—>oo n—00 (n+ 1)(n+2)

)n>1len’+2n+1<n*+3nes (n+1)2<n(n+3) &

n+1 < n
m+2)(n+3) ~ (n+1)(n+2)

= Ap+1 S Ap,

luego a,, es decreciente. Asi por este criterio la serie converge.

1
Ahora, como es divergente, se compara con -,
Z g p > .-

n=1

(n+1)(n+2)

entonces la serie es condicionalmente convergente.

3. Estudiar la convergencia de las siguientes series

2 no) 1 <SS 20"
n n
a E donde = —b Ei beR
) n:1a(n) OZ(TL) n+’l’L ) n:1n2+17 €

Solucion.

n?+1

fnrg/an nyfY/n i/
fim = fim 5 N

a) a, = aplicamos el criterio de la raiz

= oo > 1 = la serie es divergente



recordemos que lim</n = 1y que: Vn? < Vn? +1 < /2n? y que por

sandwich lim+/n2+1 = 1.

n—oo

an D(n?+1
b) Por el criterio del cuociente Ilm\ “\ _| |b|(n—|— )(n” +1)
oo (n? +2n+2)n

= 0]

Si b =1 el criterio no decide
|b] < 1 la serie converge
|b] > 1 la serie diverge

o
Ahorasi b=1 = E y esta serie diverge, se compara con E —
n

n=

n?+1 —

4. Estudiar la convergencia de las siguientes series

2 f:log\/ﬁ-i-Q\/ﬁ b) f:Arctg n—2n

n=1 (27’L - 1)\/ﬁ n=1 L+ n?

Solucién.

oo
a) Comparamos con Z% que diverge
n=1

_nl +2n: L4 +2
y como lim &2 = lim n Ogﬁ o lim Og\[
77—>ocb n—oo (Zn — 1)\/ﬁ n—o0

—1#0

T'L

pués lim %log\/ﬁ = 0, por tanto la serie dada diverge.
n—oo

[o¢])
b) Lacomparaciéncon > % también es eficiente, ya que

n=1

. ap . nArctg®n — 2n? Arctg'n _
lim— = lim g = lim—F——=-2#0

n—00 Oy, n—00 1+ n2 n—oo oy +1

.. Arctg*n
pues lim ———

n—oo

= 0, por lo que la serie diverge.

5. Estudiar la convergencia de:

oS eArctgn

n?+1

n=1

Solucion.
Por el criterio de la integral,



Arctgx Arctgx 1—-9
Sea f(z) = jﬂ 1 = f'(z) = c 2 :_ 12 2 < 0, Vz > 1, por tanto

f(x) es continua y decreciente en [1,00), por tanto

oo JArctgx b _Arctgx b
e . € . T
/ dz = lim / dz = lim e —¢2 —¢
1 1

L E]

172 + 1 b—o0 ,T2 + 1 b—oo 1

13. Series de Potencias

1. Estudiar en funcién de p > 0 el caracter de la serie

n=1
Solucion.
- n+2) °O<n+2) (n+2)(n+1)
p = pt = p", con p >0
Aplicando D'Alambert, se tiene:
. Qy . 2
lim G4 _ iy (0D D)

Si 0 < p< 1 laseriediverge; si p > 1 laserie converge,ysi p =0 converge.

2. a) Calcule para |z| < 1

inxnfl y 200: (n ; l)l_n

n=1 n=2

b) Hallar el intervalo de convergencia de: f”(z) y de /f(x)d:c, e investigar que

ocurre en los puntos terminales.

= n—+1




Solucién.

a) Sea F(x) = Zna:" 1@/'/F(x)d:v= Zn x"_ldx=Z:L'”
n=1 0 n=1 0 n=1
v R 1l -2z)—2(-1) 1
/()F(:E)dx—l_w@F(a:)— e BRCEE
Notemos que wa":Zx"—le" (%)
n=2 n n=2 n:Qn
_ - l n ! . = n—1 __ L
yseaG(a:)_nZ:;nx @G(m)—;x = ——— de donde
R [T _ [fr—1+1
/OG(:L’)dx—/O 1_$dx & G(m)—/o T dz
G(JZ)Z/ [—1+—$]da:=[—:c—log(1—x)]
. _
= (n-1) , a?
por tanto en (x) : ; = [— 2 —log(1l — x)]
22
=1, tle+log(l—2)
00 _171,+1x_1n+1 00 . -
0 s =Y T i = 3 ) e - 1
n=0 n+1 n=1
lim | %] = 1z — 1tim "L e 21
n—ool @y, n—oo N

Siz=2=f"'(2) =) (—1)""'n, quediverge.

n=1
00 ( _ 1)n+1<x N 1)n+2
f(x)dx = =
/ nz_; (n+1)(n+2)
@] e (n+D(n+2) L
nILrQO o ‘ = |z 1|nILr[>1O nt2)(nt3) |z — 1], que también converge

para 0 <z < 2 .



3.

o0 )2n+3 o0 1
Siz=0= = — ue es convergente
2_; (n+2) ;(n—i—l)(n—w)q J
o0
pués se compara con Zlﬁ

- 00 _ 1)n+1 00 1
Si z=2= con modulo resulta , que
v nz_;(n+1)(n+2) g(nﬂ)(nw) a

converge y se dice que lo hace absolutamente.
En resumen: la serie converge en 0 <z <2

a) Determine el intervalo de convergencia de la serie que se indica, analizando
también en sus extremos.
o
10"
>
n=1 n

b) Demuestre que la serie que se indica, converge Yz > 0

io: )in
2n —1 x+1

n=1

Solucién.
) a 10n+1xn+1 n ) n
a) lim [ = lim ‘ = 10|z| lim —— =10|z|
n—ool @, n—00 n+1 107x" n—oon + 1

H 1
Si 10]z| <1& — {5 < < 15, laserie converge.

Si z < 1 Vxr>— 1 la serie diverge
v 10 7710 ge.

1
Siz=—= —, laserie diverge.
T 10 ;n :

. 1 (—1)" . -
Siz=——= E , la serie converge condicionalmente.
10 ~ n
x—1 r+1
b) lim| =X Tyt g 2n—1
) n—ool @y, n—>oo 2n+1(x+1) (2n )(x—1>

r—1, lim 2n —1 :(a:—1>2
r+1" noc2n+1 r+1




4.

r—1

x+1)2<1@($—1)2<(w+1)2(:)(x+1)2—(x—1)

Sii (

2(2z) > 0 < x > 0 la serie converge.

Calcule para |z| < 1

ann—l y Z (TL —
n=1 n=2
= n—1 __ ai
Recuerde que ;alr = (-1<r<
Solucion.
Sea F(x) = Zn:r:”_l & F(a:)d:v = Zn/”:c"_ld:c = Zx”
n=1 0 n=1 0 n=1
o x 1(1—2z)—z(-1) 1
F(x)dx = F
I e R e )
Para la segunda serie
Notemos que » (=1 d =) —an (%)
n=2 n n=2 n:2n
o 1 o
y sea G(z Zﬁx” &G (x)=) "' =
n=2 n=2 o
Tr—1+1
d G d
/ /0 T % s Gr) = /0 T, 0
:/ —1—|——]d:r:— [— 2 —log(1l — )]
0
por tanto en ( —[—x —log(1— )]
— T
.’EQ

2> 0



14. Polinomio y serie de Taylor

1. Exprese el polinomio p(z) = 23 + 32? — 5z + 7, como otro polinomio en
potencias de (x + 1)
Solucion.
De inmediato sea f(z) = 2z + 32* — 5z + 7, asi

f(=1)=1

fO(x) =622 4+62—10= fH(—-1)= —10
fA@)=120+6= fA(-1)= —6
fOz)=12= fO(-1)=12

p(e) = F(~ 1)+ 5 V(= D+ 1)+ o fO(~ e+ 1) +

+ %f@)( —1)(z +1)%.

p(a:):7-|-%(—10)(1‘-1—1)—1—%(—6)(m+1)2+%12(3&+1)3

plx)=7-10(x +1) = 3(z + 1)> 4+ 2(z + 1)
2. Desorrollar en potencias de z hasta x'° inclusive las funciones:

i) f(z) =In(1+x), en [0,1] i) f(zx)=e"en [—1,1]

) f(0)=in1=0,
fl@)=0+z)" = f(0)=1=0!

)= —(1+2)2= 0= -1= —1!
fO@)=1-20+2)" = f¥0)=1-2=2



i= Z' i=1 Z' v
n g
— -1 =1
1:1( ) :
2 g3 210
1 —
Inl+z)==x 5 + 3 0 + Ry (z)
donde
SN 10+ 1 1 11
R = = - - 0
(@) =57 e Y T aagen” o 0<8se

Como 0 <z <1, ¢ >0, calculando el valor absoluto del resto  Ry;(z)

1l 1
| Ru@)| = I g < 1

1=0 =0
33‘2 .%'10
Tr __ _ _ . P
=14+t + 1o T Eul)
1) et
Ry (z) = T H ﬁxu, 0<é<x

Como — 1<z <1, &> 0, calculando el valor absoluto del resto Ry ()
¢ 3
e e
R ==zt < = < =
(@l =lge < <1

¢Cuantos términos hay que tomar en la férmula de Maclaurin aplicada a la funcién
f(x) = e para obtener un polinomio que represente a esta funciénen [ — 1, 1],
con tres cifras decimales exactas.
Solucién.
Por el problema anterior parte b) setienepara: 0 < ¢ <z, — 1<z <1
ot

| Ru()] = | 2" <

<_
n!

€

nl " onl

Se debe exigir que | R, (z)| < i<0001:>n'>i =n>7
graue fin nl = =001 " F

por tanto se deben tomar a lo menos siete términos en la férmula de Maclaurin.



4. ¢Paraque valores de x la formula aproximada

2 2

sen:czx—a—i—g

tendra un error menor que 0.0001
Solucién.

El segundo miembro de la ecuacion aproximada representa los primeros seis
términos de la formula de Maclaurin para la funcién sen x.

calculemos entonces R;(x), como (senz)”) = — cosx, entonces
—cosx ||
!Pw(fl?)!:‘—ﬂ 7“?

Para que el error sea menor que 0.0001, se debe tener que
|z ! 7
r < 0.0001 & |z|" < 0.504 < |z| < 0.9067
5. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3, para f(z) = senx, centradoen ¢ = %

Solucién.

f"(z) = —4sen2z = f”(z) = —dsen— = —2\/3

fO(z) = —8cos2x = f(3)6(%) = —4 ’
Asi, resulta
ria=3- -2y
R O
V- VB D e Ty

6. Demuestre que para todo real = > 0 se tiene que
e >x+1

Demostracion.



Como se Vvio en el problema 2b) se tiene

g
6I=1—|—CE+%CC2, 0<é<x

Note que

2|952>0, Vo #0;yquesi 2 =0= e’ =0+ 1, por tanto

e’ > x + 1,y laigualdad solo se verifica para x = 0.
7. Demuestre que

1
coshr ~1+ = 22

y determine los valores de = de modo con esta aproximacion se obtenga un error
menor que 0.001, — 1<z <1

Demostracion.

Como coshx = §(e$ + e ") y considerando el polinomio de McLaurin
hasta el orden 3, se tiene:

2 3 2 3

Ty ro T R I

e TR TR THR A R TN TR T
entonces:

1, . o1 x b x x*  x
coshxzi(e +e )_§<1+ﬁ+§+§+1_ﬂ+§_§)
Asi:

L,
coshx%1+§a:
1 (e —£
R4(:r:)=—wx4,0<§<x=>
2 4!
ef+e )zt  etel
R < (O

5 Al 5|71 < 0,001 & |z < 0.36

8. a) Determine la serie de potencias de = de In(1+ x) y su intervalo de

convergencia.

b) Use a) para obtener los cuatro primeros términos no nulos y el término general

del desarrollo de Inz de la serie de Taylor en potencias de (z — 1), y para
probar que su intervalo de convergencia es (0, 2]

c) Aproveche b) para obtener la serie de potencias de (Inz* — x ) en potencias de



(x — 1) y luego calcule in4 tomando en cuenta los 4 primeros términos no
nulos.

Solucioén.

a) Sea f(x) =In(1+2)= fO(z)=(-1)"(n-1),Vn>1

In(l1+z)= f:f(”)(()) " = fO(0) + if(”)(O) n

! P
n=0 n: n=1 n:
00 -1 n—1 -1 | 00 1 n—1
_ Z( ) |(" ) 2 — Z( ) "
n=1 n: n=1 n
Intervalo de convergencia
lim |22 | = || lim = |z|
n—ool ay n—oo N + 1

Si |[z] <1< —1<z<1 laserieconverge, note que x > — 1, solo debemos

o) -1
. —-1)" . ,
estudiaren z =1 = ZQ, que es condicionalmente convergente, asi
n=1
el intervalo de convergenciaresulta —1 <z <1
b)

n—1

En, In(1+z) = i%

x" sea x ="x — 1", asi resulta

In(z) = i& (z—1)" a, = (=" (z —1)"

n=1 n

=)= -1 @1 - -

Intervalo de convergencia

—1l<rz-1<1&0<zx<2

c) Note que Inz® —x = zlnx — x funcidn que se logra integrando la serie del
In x obtenida en b), es decir

/jln(a:) dr = iﬂ /lx(x —1)"dz




Considerando los 4 primeros términos, resultan

e Y e L s e s
xin(z) —x =~ 1+2(w 1) 6(3& 1)-1—12(:10 1) QO(w 1)

Ahora para = = 2, se tiene

1 1 1 1
Ind~l4-—-4———=1.
n +5 5T 1 g = 13666



