Ejercicios Propuestos Luis Zegarra A

CALCULO |
1. Funciones

Ejercicio 1.

Determine el dominio y recorrido de las siguientes funciones definidas en los

reales.
1
49,2 _
Q) f(z)=4-2 ) f(z) =
z?—1
b) f(z) =a” ~ 22 0 @)= "5
c) f(z)=l|2*—2z]9) f(z) = /4— 2]
r— 2 4
d) f(z)= h) f(l’):m
Respuestas.
a) Dom f =R, Rec f = (—00,4]; b) Dom f =R, Rec f =[— 1, +c0)

c) Dom f =R, Rec f =[0,+c0); d) Dom f =R — {0}, Rec f =R — {1}

e) Dom f = (— o0, —3)U(-3,1), ReCf:(—oo,O)U[%,—i-oo)

f) Domf =R, Rec f=R—{1}; g) Dom f=[—4,4], Rec f =0, 2]
h) Dom f =R —{—3,1},Rec f = (— 00,0) U [2, + o).

Ejercicio 2.
2
., T+ x—6
Dada larelacion f en R, por f(z)= 29
x J—

a) ¢Es funcion? si no lo es encontrar el mayor subconjunto de R, tal que sea su
dominio para que sea una funcion.
b) Determine el dominio y recorrido de f tal que sea biyectiva y encuentre una
formula para f~1(x).



Respuesta.
a) Domf=R—-{£3}, b) Domf=R—-{+£3},Recf=R —{%,1};

F () = 3r + 2

1—2z

Ejercicio 3.
Sean las funciones f y gtalesque f(z) =2?>—-22—-2 Yy g(z) =ax+b.
Determine ay b, demodoque fo g=go f, Vo €R.

Respuesta.

3£ 17
(a=0 A b:T)v (a=1 A b=0)
Ejercicio 4.

Sea f:R — R una funcion definida por f(z) =3x + 4, demuestre que f es
biyectiva y encuentre una formula para f~!.

Respuesta.

) = 54

Ejercicio 5.

Sea f:R—{— %} — R - {%} una funcion dada por f(z) = ° probar

2¢ 4+ 1
que f es uno aunoy sobrey luego hallar una formula para f~!.

Respuesta.
-1 z+3
@)= 1o

Ejercicio 6.

Sean fy g funciones de R — R, definidas por:



fz) = z+2 si x<2 (z) = 1 si z>1
=\ 2z si z>2 I TV0 sioz<i1

a) Demostrar que f es biyectiva.

b) Hallar formula para f~!.

c) Grafique fy f~!en unsolo sistema.
d) Determine una férmula para go f!

Respuesta.
r—2 sl x<4 .
“1(,.) — - 1y J1 si >3
b) f (x)_{g si >4 d) (gof )_{0 si <3
Ejercicio 7.
Sean A=[—4,4]; B=1[0,4y C=[—-4,0]; Ri: A— B; Ry: A— C;

Ry:B—AyRy:B— C.Dada R; = {(z,y): 2>+ =16} Vi=1,2,3,4
representar R; en un plano cartesiano y establecer si la relacion es o no una
funcion.

Respuesta.
Ry, Ry y R4 son funciones.

Ejercicio 8.
Determinar cuales de las siguientes relaciones son funciones de R — R,
justifique. Grafique R;, R> ¥ R3.

a) R ={(z,y):3x+5y=28} b) Ry={(z,y):2?>+y*>1}
€) Rs={(z,y):x=y} d) Ry={(z,y):9*—2*=0}
e) Rs={(x,y):y°—2*=0}

Respuesta.
Ry, R3 y R; son funciones.

Ejercicio 9.
Cada una de las siguientes férmulas define una funcion de R — RR. Hacer el



gréafico de cada una de ellas en el plano cartesiano.

z? si z>2
a) f(r)=2x—-1 e) f(z)=14¢ 4 si —6<x<2
xr+10 si rz< —6

b) f(z)=a?—-2z—1

c) f(z) = |2? — 22 — 1 f) f(z) = {|117_+$1|—2 :: ||;:UE||§>22

d) f(z)=lz[> - 2]a| —1

Ejercicio 10.
Dadas las funciones f(z) = 2>+ 1; g(z) =senz y h(z)=+/z -1

Hallar: £(5); (% ): h(10): (£ 2.9)(3): (90 (D: (f oM7) (Fogoh)(@);

(fohog)(x); (gofoh)(x); (f+g)(x); (h—g)(x); (%)(ﬂﬁ); [ho (f +9)](x)

Fla+ k) = f(@); b+ k)~ b))

Respuesta.

f5) =26 g(%) = 3:h(10) =3 (fo9)(5) =2 (90 (1) = sen;
(foh)(17) =17; (fogoh)(z) = sen’\/x —1 +1; (fohog)(x) = senx
note que en este caso = = 2kw + g, k € Zluego (fohog)(x)=1;

(g0 foh)(x) =senz, ¥z > 1;(f + g)(x) = 2 + 1 + sen.s;

sen
f 241

o ) 1 ) = .
fa+k) = f(z) = 2ks + k7 k[h(:v+k) @) Vet+k—1—+z—1

Ejercicio 11.
Sea f:R — R definida por

2—=x siox <2
20 —x% si x>2

)=



Pruebe que f es biyectiva y luego encuentre una formula para f~!.

Respuesta.
2—x st x>0

f_l(x):{l—l—\/l—:r: st x<0

Ejercicio 12.
Sean f: X —=Y y g:Y — X funciones tales que go f eslaidentidaden X.
Pruebe que f esunoaunoy g es sobre.

Ejercicio 13.
Averigue si la funcion f : R — R definida por

[ x? si £<3
f(x)_{Qa:—l si >3

tiene funcion inversaV o € R.

Respuesta.
No tiene inversa, pues no es sobre.

Ejercicio 14.
Sean fy g dos funciones en R, dadas por:

f(x):{l si —1<z<1 ():{2_$2 6 _2<a<o

0 si z< —-1VvVazx>1 2 sl z< —2Vao>2
determine una formula para (f o g)(z).

Respuesta.

<f09><x>={1 si 1<z <V/3

0 si |z|>+V3V]zl<1



Ejercicio 15.
Sea fog:R — R definidapor (fog)(x)=axz+0b; fy gpolinomiosde
grado 1

i) Si f(x)=cx+d, c#0; determine la funcion g(z).
ii) Si g(x) = px, p# 0; determine f(x).

Respuesta.

) g(x) =

Ejercicio 16.
Sea f:R — Rdadapor f(zx)=3z+3y fogof:R— Rtalque
(fogo f)(x) =62 —9.Determine g(x), si g esun polinomio de grado 1.

Respuesta.
g(x) =54x —198.

Ejercicio 17.
Para qué nimeros a, b, ¢, y d lafuncion f(z) = % satisface
(fof)(x)=z,Vz R

Respuesta.
(a=b#0Ac=d=0)V(a= —bcon a®>+cd #0)

Ejercicio 18.

a) Suponga f(z) = x + 1. ¢Existen funciones g(x) talesque fog=go f?

b) Suponga que f es una funcidn constante. ;Para qué funciones ¢ se cumple
que fog=go [?

c) Supdngase que fog= go f paratodas las funciones g. Demostrar que f es
la funcion identidad.

Respuesta.



a)ybh) g(z) =

Ejercicio 19.
Demostrarquesi: f: A— BYy g: B — C sonfunciones uno auno,
entonces la funciéon go f : A — C es uno auno.

Ejercicio 20.
Sea A = [0, + oo) y dadas las funciones f,gy h de A — A por f(z) =z
glx) =23+ 1y h(z) = x — 2 {Cudl(es) de estas funciones es sobre?

Respuesta.
Solo f.

Ejercicio 21.
Sea f:R — R"U{0} dada por

f<m):{2(1—x) si #<1

r+1 si z>1
Averiguar si f esunoauno o sobre.

Respuesta.
f es sobre pero no es uno a uno.

Ejercicio 22.
Sea f definidaen R por

x> si z < —1
f(x):{—(Qx—i-l) si x> —1

Demuestre que existe f~!y luego determine una formula para ella, grafique f vy

.

Respuesta.



Ejercicio 23.
Sea f: R — R una funcidn tal que:
flz)=3zsi <1 A fl(x) =2*—8si x> 3 demuestre que f es biyectiva.

Ejercicio 24.
En R se definen las funciones fy ¢ por

f(z) = 22+2 si >0 () = 2c+5 si >3
T lz+2  si a:§0g ] 2? si <3

a) Muestre que f es biyectivay que ¢ no loes.
b) Determine formulaspara: fogy go f.

Respuesta.

(2c+5)7°+2 si >3
b) (fog)(x) =X z*+2 si r<0VO0O<z<3
%+ 2 si x=0

202 +9 si z>1
(gof)x)=1% (#*+2)?% si 0<z<1
(x+2)?% si <0

Ejercicio 25.
Demostrar quesi f: A — By g: B — C tienen inversas, entonces

(gof)yt=fTlog

Ejercicio 26.
a) Demostrar que para la funcion f(x) = 1— |2z —1|,con 0 <z <1
se tiene f(z) = f(1 — x)
b) Sea g(x) =2z +5, Vax € R calcllese fogy go f siendo f lafuncién



definida en a).

Ejercicio 27.

ar —b

Dada f(x) = , determine las condiciones necesarias y suficientes entre las

cxr +
constantes a,b, c y d para que se verifiqgue (fo f~!)=x indicando ademas el

dominio y recorrido de f.

Respuesta.

ad + be # 0; Domf:R—{—g}, Recf:R—{%},cyéO.

Ejercicio 28.

Una ventana tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo. Si el
perimetro es de 5m., encontrar la funcion que expresa el area de la ventana en
términos de la longitud de la base del rectangulo.

Respuesta.
1
A(z) = gx — §(4+7r)502.
Ejercicio 29.

Un rectangulo se encuentra inscrito en una circunferencia de radio . Determine
la funcion que calcula su area en términos de la longitud de uno de sus lados.

Respuesta.

Alz) =z V4r2—22, 0 <z <2r.

Ejercicio 30.

Un tridngulo tiene dos de sus vértices en los puntos (0,0) y (4,0). Su tercer
vértice se encuentra en la curva z%y = 1. Determine la funcién que calcula el area
del tridngulo en términos de la abscisa del tercer vértice.

Respuesta.



2
A(x) = =,z > 0.

x?’
Ejercicio 31.

La funcion f(z) esta definida para 0 < = < 1. ;Cudles son los dominios de
definicion de las funciones siguientes?: f(3z?), f(z —5), f(2z +3),

fL+lzl)y 3f(z).

Respuesta.

2. Sucesiones y limites

1. Calcule:
a) lim \/n(v/2n+3—+/2n)
1
. 3n+4 n’sen—
O )
Respuesta.
3
Q) —— b) /3

21/2

2. Sea la sucesion a,, definida por

14+3a, 2
1—2a,

. 1 .
demuestre que es decreciente y acotada (entre 0 y — §) y luego calcule su limite.

Respuesta.
1

3



3. Limites de funciones

1. Calcule:
. 2 3
a) lim —
).H[1—\?/E 1—\/5}
. 2
b) lim €T 2x* + sendx
z—0 4dx — e T 4+ 1
Respuesta
1
a) — — b) =
) -5 b
2. Dada
-1 )
\{ic SI x> 1
flx) = jo— 2 si 0<z<1
71’605 GEDN x <0
Calcule:
lim f(z), limf(z), lim f(z) y lim f(z)

y aprovéchelos para graficar f(x).

Respuesta.

4. Continuidad

5. Derivadas

1. Si y=2sen2x — cosx resuelva la ecuacion trigonométrica



d?y 5)
P + 4y = §cotga:
Respuesta.

21{:7rig Y 7Tl€—i-(—1)]C7T

6
2. Sea x4 y3 =a’, a constante no nula

a) Calcule ¢/

b) Demuestre que

Respuesta.
Y\1/3

a — (=

) — ()

6. Aplicaciones de la derivada

1. Dada lacurva
eV +ar?—5y=6, a#0

Determine a de modo que la tangente a la curva dada, en el punto P,(z¢,0) sea
paralelaalarecta ax + 4y =5

2. Sea g(x) = ax® + ba® + cx + d. Hallar a,b,c,d de maneraque ¢g(0) =0, la

- . 1 3 i
recta tangente al gréfico de ¢ en el origen pase por (5, %) y que ademas en
r=1yen x = — 1 las rectas tangentes sean paralelas al eje X.

7. Laintegral definida

1. Demuestre que si f y g son funciones integrables en [0,a] tales que



f(x) = fla—=z) y g(z)+gla—=)=Fk,Vz€[04q]
con k constante, entonces;

a

f@)g@)de =k [ f(22)da

0 0

Use este hecho para calcular

¥
rsenx
Tt
o 1+ cos*x

8. Laintegral indefinida

9. Métodos de integracion

1. Calcular

a) / 2 - 1 b) ¢ dx c) /lArctg:c dx

2—1—5 a3 — 22?2 — 3w 0

10. Aplicaciones de la integral

1. Dada la curva

wlno
SHINY
wlno

T3 +y

Il
)

Calcule:
a) La longitud total de la curva dada
b) El area encerrada por dicha curva.

c) El volumen de revolucién en torno al eje X.



2. Si f(a:):/x\/l—i-t?'dt y  f(2)=3

2
Calcule /xf(x)dx

3. a) Calcular el area de la region R, limitada por la curva y =% -4z y su

tangente en el punto z = 1.

b) Sea R, la parte de R;comprendidaentre x =0y z = 1. Calcular el volumen
del solido de revolucion obtenido al girar R, alrededor del eje X. Idem alrededor

del eje Y.

c) Consideremos el sélido obtenido al desplazarse perpendicularmente al eje X
un circulo, uno de cuyos diametros esta limitado por lacurva y =23 — 42 y la

tangente mencionada en a). Calcular su volumen.
4. Sea laregion plana entre las curvas

zy=1, dy=2, x=1

Calcule: el area de la region, V;, V,, y lalongitud de la frontera de la region.

5. Determine el centroide del alambre definido por la funcion
2 2 2
xr3 -+ y§ = q3

para 0 <z <a, y>0

11. Integrales impropias

1. Estudiar la convergencia de las integrales siguientes:

2. Ocupando Gamma y Beta respectivamente, calcule

a) [wioi”;dx b) /Owj’/%dx 0 /Ul(ﬂzd:v

1—x)3



o0 5 o o) x?
a) e " dx b) — dx
. , l+x

3. a) Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias

. Oofxz .. o r+1 .
)] /0 e "dx i) /1 7\3/5(552"‘1)d

b) Calcular

2 1 1
[ty

4. Calcule el volumen del sélido generado al rotar la curva 3> = ] ¢
— X
a) Entorno al eje X.
b) En torno a su asintota.
es constante.
5. Estudiar la convergencia de / e Mz +1 dx
0
6. Dada laregion acotadapor y =e*e y=0(xz > 0), calcular
a) El area de laregion
b) El volumen del solido generado por esa region al girar en torno al eje .
7. Calcular
1 1
1 1
a) / —— dx b) (log=)>dx
0 /l0g<%) 0 x
x
8. Dada laregion entre la curva y = yeleje X

14 e

a) Calcule su area
b) Determine su centroide



12. Series numéricas

1. Estudiar la convergencia de

<1
2) ZnH— b) anogn ) ;(ﬁ_

n=1

2. Estudiar la convergencia de las series siguientes:

* 1+ sen 2 2p 3P 4p
a n
) ; n? 4+ 4 ) 1-2-3+2-3-4+3-4-5+

3. Estudiar la convergencia de las siguientes series

0 _1n—13
2) Z/ ey Y

n=1

4. Determine si las siguientes series son absolutamente convergentes, condicionalmente
convergentes o divergentes.

&0 an

a) Z( _ 1)n+lﬁ b) Z n+1

n=1

5. Ocupando series demuestre que
. n!
lim — =0

n—oo NN
6. De las afirmaciones que se indican, determine cuales son verdaderas y cuéles son

falsas. Para las que sean verdaderas debe hacer una demostracion y para las falsas
explique por qué o dé un ejemplo.

T—00

a) Si f escontinuaen [0,00) Y / f(x)dz diverge, entonces lim f(x) #0
0



b) Si f’ escontinuaen [0,00) yJLrgO f(z) = 0, entonces /Ooof’(a:) dx = — f(0)

1
c) Si f esdiscontinuaen x = a, entonces / f(x) dx es una integral impropia.

13. Series de Potencias

o0
1. Calcular el intervalo de convergencia de >" na"!y utilizar el valor de la suma

n=1
[0.9] _ 1 ’Iln
para calcular Z%

n=1

2. Determinar el intervalo de convergencia de

o0 1 77,2
Z(l + —) (z —10)"
n=1 n

3. Determine el desarrollo en serie de potencias de « de (1 — )~

a) Elevando al cuadrado el desarrollo de (1 — )"

b) Derivando el desarrollo de (1 — )"

4. Determinar el intervalo de convergencia de las siguientes series y expresar su suma
en términos de funciones elementales:

n—1 n n
a b
con ayuda de los resultados obtenidos, determinar el valor de iL
’ £=2n(n+1)

5. Estudiar el intervalo de convergencia de



f: pnxn
n

con p > 0,
1
n=0

expresar su suma en términos de funciones elementales y, con su ayuda, calcular
> 1
; 4" (n+1)
6. Determine el intervalo de convergencia de
i 2" (x + 2)"
— 2rL + 37L+1

7. Determine el intervalo de convergencia de

Z - :
~ ( e)n—
=1 e2 +1

Estudie también la convergencia en los extremos del intervalo.

8. Determine el intervalo de convergencia de la serie dada, analizando también en los
puntos terminales.

Zni - —2.73 n—1

n=1

9. Usar la serie de potencias

1 o
— _ 1 nwn
1+z nZ—O( )
para obtener una representacion en serie de potencias, centrada en 0, de

1+=x
1—=x

f(z) =log

10. (Para qué valores de z?, = € R, converge o diverge la serie dada. También
estudiar en los extremos del intervalo considerado

o) n—1

x
; n3"logn

11. Ocupando series geométricas calcule

(n+ 1)( -1
-1

n



12. Determine el intervalo de convergencia de la serie de potencias

< (— 1)z — 5)"
Z()()

n
— n3

13. Ocupando series geomeétricas calcule

- 3
— 1) (=
;;Mn )(=%)
14. Calcule para |z| < 1
(0.0 o _ 1
ann—l y Z (n )ﬂ
n=1 n=2 n
2 a
Recuerde que  » a;r" ! = - _1r, (—1<r<1)

n=1

15. Demuestre que

( . 1)n+lx2n+1

2n —1)(2n + 1)

y(z) =3+3x2+7z(
n=0

es solucion de la ecuacion diferencial (22 + 1)y’ (z) = 2y(x)

. = 3.,z , L L .
16. Si y = Z( — 1)”(5)"2‘ demostrar que és solucidn de la ecuacion diferencial
n=0 '

y" +3zxy +3y=0

Determine el intervalo de convergencia de la serie

14. Polinomio y serie de Taylor

1. a) Usar el polinomio de Taylor para aproximar la integral

0-1 SeEN X
dx
. x




conunerror < 1074
b) Calcular el polinomio de Taylor de la funcién Arctgx y utilicelo para calcular

. x —2senx + Arctgx
lim

x—0 1 — e?’

Determinar los cuatro primeros términos en el desarrollo de Taylor de
In(cosx) entonoa xy = 3

Usar Taylor para aproximar

0.1
2
/ e dx
0

Con ayuda del polinomio de Taylor calcular

[N

&

COST — € 2
4

lim

z—0 €T
Calcule la serie de Taylor de la funcion h(z) = senx — z cos x centrada en
xo = 0, determine su intervalo de convergencia y utilicelo para calcular

x 2n

2 (= (2n +1)!

n=1

Ocupando Taylor calcule

. Arctgr —x — La®
lim 3

z—0 Ssenxr — T

Obtener el desarrollo de Taylor de orden dos, para f(z,y) = x?e**¥ en el punto
(1,0).






