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Ejercicios resueltos

1. Calcular los siguientes limites algebraicos

o2+ 1 2241 5
1) lim = = -
=272 -1 22—-1 3

2) 1i 2?2 —2x+1 12-214+41 0O i 22 —2x+1 . (z—1)?
m = = — pero lim ——— = e
e—1 23 —u 13—-1 s R ——~ =1 (22 — 1)
—1)2 -1 1-1

T Gt M PN C ) R ~0_y

e—lz(z—1)(z+1) as—1z(x+1) 1(2) 2

, (z—=Dv2—2 0 , (e—Dv2—2 |, (z—1V2—x
3) lim = —, pero lim = lim =

z—1 1— 22 0 z—1 1— 22 e—1 (1 —xz)(1 +x)

, —(l=2)vV2—2 , —1/2—z -1

lim =lim — = —

S 3 1 3 . .
4) lim — lim — = 00 — 00 que es una forma indetermi-

e—ll—x 1—23a2-11—2 1—23

nada.

, 1 3 ) 1 3
Pero lim — = lim — =
a—1l—2z 1—23 2-11—2 (1—2)142z+2?)

. (1+ax+2?) 3) . (l+ax+2*-3)

lim — = lim =

e N B 1—-2)1+z+2?) +=1(1—2)(1+z+2x?)

2 -2 -1 2

Hm ("t ) — 1lim (z )(x +2) _

e—1 (l—z)(14+zx+2%) 2-1(1—2)(1+x+a?)

g =@+ @42 -3

o=l (1 —a)(14+2+22) o1 (142422 3

5) 1i r+2 n x—4 i T+ 2 n r—4
11m = l1m —
a=172 —br+4  3(22—-3x+2) =1 (z—4)(x—1) 3(x—-2)(x—1)

3z +2)(x—2)+(x—4)(x—4) ., 3@*—4)+ (x—4)?

1/ = 1 =
e 3@ —4)(x—2)(z—1) 21 3(z — )z —2)(x - 1)
32 —12+422—8x+16 A2 — 8x 4+ 4
lim = lim =
e—1 3(z—4)(z—2)(x—1) 2=13(x—4)(z—2)(x—1)
, 4(x? — 22+ 1) , 4(x? =22+ 1)
lim = lim =
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6)

10)

11)

2 _ 3 2 3
., 242 —323 i ”x—g?’x i ;—i—x%—% 04+0-—3
hm—:hmﬁ:hm 3 T = = —
z—oo b — 2 4+ 323 z—oo d—a+3a” r—>ooi_z_+3i 0—0+3
3 3 T 3
) 3 . —x(x®+ 1) PR L p— —x
lim 5 —z = lim 5 =1i 5 =1i 5 =
T—00 I 1 T—00 x? +1 z—oo 1?4+ 1 z—oo 14 + 1
x
) > 0
lim - L T =130 =0
241-3 241 3
o VETI-3)F | EHNE g
lim — = lim —%— = lim . 2——7%
T—00 A /x3 + St — 1o T—00 z3+br—2 T—00 2345z z
X X X
z241 3 1 _ 3
1 a2 zl/? 1 I+&-7% VIF0-0
= m — — 11m = = —
T—00 4m3+533_1 T—00 4l_|_i_1 \4/0+0—1
4 T 3
V1+ 22— o
lim —————— Racionalizando obtenemos
x—0 €T

i V4?2 —1vV1+a2+1 y 1+a22—1
11m = 111m
z—0 x Vidaz2+1 =0 g(V/1+22+1)
2
0

lim

T T
= lim ———— =
e=0g(V/1+224+1) ==04/1+2241) 2
vVer—1-2

lirré I Racionalizando obtenemos

r— x —

i ver—1-2yzx—-1+2 i xr—1—-4 i )

im = lim = lim

=5 r—=5 r—142 +5(x-5)(Vr—1+2) +-5(x—5)(vVr—1+2)
1 1

lim

=5z —1+2 4

T+ =B+ T+ —V3+a2+2-2

lim = lim —

z—1 r—1 r—1 r—1

VT3 -2 /322 L .,

11rri ] — 1 Racionalizando cada fraccién obtenemos:
r— xr — xr —

’ VT+a3 =2 (T+a3)2+2vVT+a3+4  V3+22-2V3+22+42
fm _ _
i (7T+2%) —8 3+a%—4

im _ _

=1 (x— )Y/ (T+a3)2+2V7T+a3+4)  (z—1)(V3+22+2)

, 2 —1 2 —1

lim — =

=1 (p— )Y (T+23)2+ 29T+ a3 +4)  (z—1)(V3+22+2)
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, (z—1)(z*+x+1) (x—=1)(z+1)

lim — =

=l (p— D) (T+a3)2+2VT+a3+4)  (z—1)(V3+2a2+2)
(x> 4+2+1) (x+1)

%1 (T4 x3)2 + 27 + 23 + 4) (\/3+x2+2)

1+1+1 2 3 2 1 2 1

4+4+4 242 12 4 4 4 4

12) lim +/(z + m)(x + n) — z Racionalizando queda:

im r+m)(r+n)—x \/(:U—i—m)(:ic—i—
N IR N e e B

2
n)+x—lim (x+m)(x+n)—=x

2 2

i + (m+n)x+mn—a (m+n)x +mn Dividiendo
v= \/(z+m)(z+n)+z QHOO\/J;2 (m+n)x+mn+ax

por la

potencia més grande de x, que es 22 queda:

(m+n) + == ~ (m+n)+0  m+n

lim

x—»oo\/1+m+n)+m_g+1_\/1+0+0+1_ 2

1 3 ) 1 3 , 442+ 2% -3
13) lim — = lim — = lim =
e=22—x 8—13 222—x (2—z)d+2x+22) 2-2(2—2x)(4+2z+2?)
, 22 +2r+1 44441
lim = = 00
e—2 (2 —z)(4 + 2z + 2?) 0
82 —1 1
14) lIm ——— = — =
e o e R
I 82 —2z-1 (2x —1)(4z + 1) I dr+1 241 3 6
m-———- m = lim = = _— =
3zt —2 1
15) lim ST et Dividiendo por la potencia més grande de z que es 2* queda:

z—o0 312 + 6 — 2

3-%+% 3
Jim 5 r;—ﬁzoo
2 3 4
2 4+ 4 — \/:v2 —2 Va2 +44+2 Va2 + 9+3

2
16) lim ————— = lim
)96%0\/3:2 9—3 =022+ 9-3 Va2 +4+2 V22 +9+3
—4)
)

9+3) ( (Var+9+3)
-9 (\/TH) eo0 (2)(Va 14+ 2)
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Va2 1 9+3 J0+r9+3 343 6 3

lim = = = =
=0 /22 +4+2 VO+4+2 242 4 2

17) 1 V1+2x—3 i V1+2x—3 V/1+22+3 i 14+2x—-9
im—— = lim = lim

r—4

” 2r — 8 i 2(z —4) " 2
1m = l1m = lim—-- =
=4 (x—4)(V1+22x+4+3) =t (z—4)(V1+22+3) =4/ 1+22+43
2 1
6 3
P i A . .
18) lim = _2g Primero calcularemos 1lim 3 usando el teorema del Sandwich.

x T T 1
Sabemos que 3% > 22 Para > 3 Por lo tanto Py < — ademas — > — por

3 3z — 3
lo que
d fi Lot Lot by icando limi
podemos afirmar que: 3 S50 S E:>3—w_3—$_ﬁ plicando limite
1 1
lim o < lin oo < lim — =0 < lim o <0 Porloque lim = =0
r—00 T T—00 3T T—00 T r—00 3T r—00 JT

Dividiendo el limite que queremos calcular por 3* queda:

3% 14+ £ 14+ £ 1+0
lim R = lim g = lim 3* — lim Y =1
z—o0 3T — 2 z—00 1—3—f m—>001—23% z—oo 1 — 2(0)

V2 + 1

19) lim — 5 Dividiendo por la potencia mas grande de z que es x queda:
T—00 T —
VR Vit 0
Jm Sy = s =7 =0
222 + 1

20) lim ————— Dividiendo por la potencia més grande de z que es z7/3 queda:
) e por la p g q q

2 1

—= + =3 0

’ , 1/3 7/3

lim — 1fm =Y aP 2

T—00 3/g7 2x T—00 3 2 1
Var T Vit

Va?+a?—a . Vat+a:-a Viitai+a ViP+b2+b

21) lim % — Ifm

=022+ 02 —b =02+ 0 —b Vit a?+a VIR + 0P +b
(2* + a* — a®)(Va? + b+ b) I 2*(Va? 4+ b2 +b)

22 1
27/3 + 27/3

I _ _
PO (224 0 — ) (VR t a2+ a) o022V - @+ a)
VaZ+ 2 +b VPP +b 20 b

lim -

=0+ +a Valta 20 a
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1— &
29) Tim L= VE
x%ll—\/i
1—-29 1 — b 1 — 2 1— 1
Hm—\/f:h’m—u: fm—u:lfm ( ’LL)( +U) _
mﬂll—\/z uﬂll_,/uﬁ uﬂll_u?) Uﬂl(l—u)(l—{—u—{—zﬂ)
1+u 2

Seau® =2 Sixz— lentonces u® =1=u—1

lim —— =
u—114+u4u? 3
2. Calcular los siguientes limites trigonométricos

. sen8x . sen8x 8 ) sen 8
1) lim
z—0 €T z—0 €T 8 x—0 8x

z—0  Hx a0 br 3 =0 3z b 5 )
3 3r) 22 3 3 2 3 3
5 h,msen(x):hmsen(x)_:n_:hmsen(x) T S_mm (2) =
=0 sen (2x)  «—0 sen (2x) 3z «—=0  3r  sen(2z) 2 2
3
2

tg (2 tg (2z) S5z 2 tg (2 ) 2 2 2
4t 29CD g, @) Se 2 9Q0) Br 2 (2) 2
=0 sen (bx) =—0sen (bx) 2¢ 5 2-0 2z sen(bx) 5 5 5

2 2 2 2 2
5) lm — 2 T gy 9T 2 gy (2) 22
=0 sen (9x)  =—0sen (9x)7  2—0 sen (9z)9 9 9

sen (3z) 1 sen(3x)3 1 sen (3z)3 1 3 1
6) lim 2708 1 g sentsz)s L senBn)S Ly (8 L Lo
e T T Ty 3T T Ty 2t T W g) T
4
_9
2
7) lim cos (2x) — cos (5z) _ lm —2sen (2££32) sen (2522) _
x—0 1‘2 r—0 ZL‘2
i —2sen (%“”);en (_T?’f”’) ~ im sen (77””) SSTL (_T?’x) _
z—0 x z—0 —z*
Tx 3z Tx —3z
5 = 7sen (%) 3sen (Z2) 7 21
i 57 (Z) sen_(gﬁ2 ) i _sen7( z) seng( 5z) _ Ty =2
z—0 € =5 z—0 2 fz 293 2 D)

V1+senx —/1—tgx V1+senx —\/1—tgx V1+senx+ /T —tge

8) lim = lim =
) 2—0 sen (2x) z—0 sen (2x) V1+senx ++/1—tgx
1+ senz— (1 —tgx) ) senx +tgw

lim im
2=0 (sen (22))(vV1+ senz + /1 —tgz) ==0(sen (22))(v/1+ senz + /1 — tgx)
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10)

11)

12)

sexrx Sen T cos r+sex x
sen T + —_—
cos T s cosx

lim = lim =

2=0 (sen (22))(v/1+ senx + /1 —tgx) =0 (sen (22))(V/1+ senz + /1 — tgx)

senz (cos z+1)

lim COS T —
=0 (2senz cosx)(v/1+ senz + /1 —tgx)

, senx (cosx + 1) i cosxt + 1
lim = lim

=0 (2senx cos? z)(v/1+ senx + /1 —tgx) 2-0(2cos?x)(v/1+ senz+ /1 —tgx)

cos(0+1 1+1 2

1
(2¢0520)(vI Fsen0+ /1 —tg0) 2)(VI+0+y/1-0) 4 2

i 1 1 , 1 1 , 1 CcoS T ., 1—cosx
lim — — = lim — w7 = lm — =lim —— =
s=0senx tgxr =—0senx  ET w-0senr  senx  @—0  SenT

o 1—cosx 14+ cosx , 1 —cos*x , sen?x
lim = lim = lim =
a0 senx 1+cosx a—0senxz(l+ cosx) 2-0senxz(l+ cosx)

senx 0

m-——==-=0
=01 +cosx 2

) s
lim (= —x)tgx
Seau=75 —x=2=75—u Siz— § entonces u — 0

, (T ) T . sen(§ —u)

lim (- —2)tger =limutg (- —u) =limu—-r—- =
a2 \2 u—0 2 u—0  cos (% —u)

2
s ™

, sens cosu — senu coss , cos U )

lim u —2 — 2 = limu = lim cosu =(1)(1) =1
u—0  C0S% cosu + seny senu  u—0 senu  u—0 senu

, 3x —arcsenzxt _ o
lim ——— Por infinitesimales sabemos que arcsenx =~ x y arctgr ~ x
=0 3x 4 arctgx
por lo que:

., 3r —arcsenz , 3r—= , 2x 2 1
lim ——— = lim =lm—=-=—=
=0 3z + arctgx e—03rx+x 2—04x 4 2

V2 =1+ cosx \/_—\/1+COSCC\/§+\/1+COSCL'_

ill}l’(l) sen?w - ﬂlﬂli% sen? V2+V1+cosa

lm 2 — (14 cosx) _ lim 1 —coszx _

w0 (sen2x)(v/2 4+ 1+ cosz) =0 (sen?z)(v/2+ /1 + cosx)

m 1—cosx 1+ cosz _ m 1 —cos’z _

2—0 (sen? x)(v/2 + 1+ cosz) 1 +cosx  ==0 (14 cosx)(sen?z)(v/2 + /1 + cos )
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sen?x 1

lim = lim =

2=0 (1 + cosz)(sen? x)(v/2 + 1+ cosz) =0 (1 + cosx)(v/2+ 1+ cosx)
1 1 V2
8

2)(V2+Vv2) 42

(a+x)+(a—x) (a+z)—(a—zx)
—2sen (T) sen <T>

cos (a+ x) — cos (a — x)

13) lim = lim =
x—0 x z—0 x
—2sen (£ sen (& —2sen (a) sen (x sen (x
lim (%) (%) = lim (@) ( ):llm—Zsen(a) ( ):
x—0 €x x—0 x x—0 x
—2sen (a)
. . 1 1 .
14) lim cosecx — cotg x = lim — —— = 0 Resuelto con anterioridad.
z—0 z—0senx tgx
2, o2
, Cotgx _ tgx , cosr . senx , CosS™ r—sen~ x
15) llm — llm Ssenx COoS T — llm Senxr cosx —
e—T SENT — COST  z—% SENT — COST  z—7 SENT — COST
2 2
) cos*x — sen®x . (cosz —senx)(cosx — senx)
lim = lim =
e—7 (senx — cosx)(senxcosx) «—T (senx — cosx)(senx cos)
2 2
., —(cosx — senx) —(%—%)
lim = =0
e—T  SenIT coST \/75 \/75

cos (2x) + cotgx + senx

16) lim Indeterminado. ;Mal copiado?
2—0 cos x
. cos(2z) —sen(3—x) . cos(2x)—cosx ., cos’x—sen*r—cosx
17) lim = lim = lim =
x—0 €x z—0 € x—0 x

cosz(cosx — 1) — sen®x cosz(cosx — 1) —sen®z cosx+1

lim = lim =

z—0 x z—0 x cosx + 1

i 98 z(cos*z —1) — (cosx + 1)sen*x ,  cosz(sen®*z) — (cosz + 1)sen?x
11m = l1m =

2—0 x(cosx + 1) 20 x(cosx + 1)

m (sen®x)(cosx — (cosx + 1) _ lim —(sen®z) gy DSenT senx

2—0 z(cosx + 1) 2—0x(cosx +1) «—=0 x cosz+1

) -

COS T COS T
18) lim yeosx —colgr T Veosx — ~ lim Veosr — 2 _

e~ sen(2x) e sen (2x) T 2SenTcosx

Wl
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SEN T/ COS T—COST
o sene gy €7 xy/cosx — cosx _ gy SEnTVCosT cos
m —"L—— = |im = lim
a1 2senxcosr  z—I  2sen’xcosw v—% 2sen? T cost  2Sen? T cos &

1 1
hm - —

1
e—T 2senx/cosr 2sen’zr 0

= O

10) 1 YIFOT—VI=lge _\ VI¥ige—yI=ige yITige+vI-—lgz _

z—0 tg (2z) ~ a0 tg (2z) Vi+tgr ++/1—tgx
m l+tge — (1 —tgx) — Ym 2tg x B
e=0 (\/T+tge ++/1—tgx)tg(2x) =2-0 (\/T+tgx ++/1—tgx)tg(2x)
lim 2 tgx x
e—0/T+tge++/1—1lgztg(2z) «

1 tgxr 2z 1

lim -
0 It tgr + I —tgz o tg(28) VI+04/I-0

sen®r — 3tgtx (sen? x)(1 — 3(tg* x sec* x))

20) I =1i =
) 200 send @ — sena | w0 sen?x(senx — 1)
m 1 — 3(tg? x sec® x) 1 —3(0x1) _ 4
z—0 senx — 1 0-1

3. Calcular los siguientes limites exponenciales y logaritmicos

1) 11'n%(1+2x)%:1 0[(1+2x)zﬂ = ¢?

2) i =3 =3(1)=3
) lim — ™ (1)

3) lim(1 — 2z)% = (1 + (—22))* = Hm[(1 + (—2z))=%] 2 = ¢

=1
x—0 z—0 z—0

4) lim(1 + 3z)*

x—0

= lim[(1 + 32) )" = lim|[(1 + 32)]° = ¢

z—0

1 4x 1 x4
5) lim (1+—) = lim [(1+—) ] = ¢t
T—00 T T—00 X

5r + 3
1 5x+3 1 2x 2
i 1+ — =1i 1 =
6) x1—>Holo( T 21‘) xl—>nolo ( T 21‘)
. b5x+3
lim

ot

1 2x 500 27
Im {1+ — =e
T—00 2z

(M) =5
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10)

11)

el9® — 1 el —1
lim——— Sea u = tgx si x+ — 0 entonces u — 0 y lim —— =
=0 tgw =0 tgx

e —1
lim =1
u—0 u

,oe®—1 ., e —1 3z 2 L, e —1 3z 2 2

lIim — =lim——— — = = 1lim =M (=)=
=0 sen (3x) 2—0sen(3z) 2z 3 =2-0 2z sen(3x) 3 3

2

3
6393 — e ) ] )

lim ———— Por infinitesimales sabemos que arctg x ~ x entonces
z—0 arctgx

3z _ ,x 3x _ LT 3.’17_1_ T _ 1
fmS & —im &% —im & (" 1) _
z—0 arctgx z—0 x z—0 T

3z _ 1 T _ 1 3 __ 1 T _ 1
lfm S _ T o3 —1=2
x—0 €T X 3x X

6590 _ 621‘

lim Por infinitesimales arctg (3x) ~ 3x v arctg (2z) ~
z—0 arctg (3x) — arctg (2x) 9(32) Y 9(22)
2x
) 6537 _ 623: ) 6538 — 1= (62m + 1) ) €5x -1 6232 -1
lim ———— = lim = lim - =
z—0 3x — 21 x—0 x z—0 X x

e —1 e —1
lim 5 —2 =5(1)—-2(1)=3
lim 5—— 5 (1) —2(1)
, arcsenx —arctgx
lim
x—0 {173

Sea a = arcsenx , f =arctgx y t = arcsenz —arctgx =>t=a — [ =
sent = sen (o — 3) = senacos 3 — cos a sen 3

Como o = arcsenx = sena = x,cosa =+/1— 22y

B=arctgr =tgf=x= sen3 = \/mrgﬁ/\COSB:—\/x;ﬁj

— 1 _ 2z — 1 _ 2z
sent == 1 T = L =arcsen (x—xQH vi—z >

241
Reemplazando:
1 2_ =z 1
arcsen |t—— — V1 —zx 1 -2z
1w ( Va? il WH) v VT
z—0 x3 1 1 _2_z
x 241 1 X V241
1 7_ =z 1
arcsen |r—— —+v1—zx /1 — 2=
lim ( vartl \/$2+1> SV -7
x—0

1 /T2 _= 3
x\/x2 1 1 x V241
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1 72 T 2
. arcsen (xm l—x \/m2+1> el -Vli-u )
fm =
Va4l V241

1 z z
. arcsen (“’W — V1 —2? \/m2+1> \/m2+1(1 —V1—2?)14 /122 _
z—0 xﬁ—\/l—ﬁ\mﬁﬁ a3 1++vV1—a?

arcsen (x — — V11— a2~ ) z_(z?)

Ifm et ) Va1 _
z—0 m\/x;ﬁ_Ml_ﬂ\/xgﬁ m3(1+V/1—x2)
ooresen (e —VITPE) w1
20 x xéﬂ—\/l—x? = (14+v1—2a?) 2 2
9 _ 9 20 — L = 2% _ |
12) lim ——— = lim 2= I 2 — lim =
r—to0 2T L QT z—+o0 2T | o z—+oo 22041 2:‘1 z——o0 22T 4 ]
2r — 277 27 — 2 20 —27F
13) lim ——— = lim ——— = lim ————— = —1 Resuelto con ante-
z——00 27 4+ 27  g—oto0 27T 4+ 2T g—otoo 2T 4 27T
rioridad.

1 1
x r

14) lim(cosx + senx)= = lim(1 — 1 + cosx + sen x)

x—0 x—0

cosr — 1+ senx
cosx+senx—1

lim

, o m
lim | (1 + cosx + senx — 1)eoszrsenz—1 — 0 x _
x—0
2
cost—1 senz , cosx—1lcosx+1 senx 1 508 x—1 senx
im + lim im 1
er—0 T r —er—0 x  cosx+1 r  — o0 x(cosw+1) x
2
. —Sen" T SenxT , senx —senx senx
lim + lim +
ee—0z(cosx + 1) T —er=0 x cosx+1 r = MO+ _ o
2 _ 2 2 2
) 621 +x—1 _ e +a+1 ) ex(62x 1 _ e +1) ) )
15) lim 5 = lim 5 Seau =1°"—2 = 1° = u+2
l‘—>\/§ xre — 2 T—V2 xr< — 2

Si 2 — v/2 = u — 0 Reemplazando queda:

e\/u+2(62u+3 _ eu+3) e\/u+2€3(e2u _ eu) e\/u—|—2€3(62u —1= (eu _ 1))

lim = lim = lim =
u—0 u u—0 u u—0 U
, Vai2 3 €2u—1 e —1 , Vut2+3 €2u_1 e —1
lim e e — =lime 2 — =
u—0 (7 u u—0 2u U

eV23(2(1) — (1)) = eV
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16) Tim In(1—x)+ sen(3x) — m In(1 —x)+sen (3x) — tm In(1 _x)—|—h’m386n (3z)
z—0 x z—0 X T z—0 X z—0 3x
In(l—
?)-i-ll'r%u Seau=In(l—z)=e'=1—-zx=>zc=1—¢"
T— x
1- 1\
T L B N :h'm—<e > ——1=>
z—0 €T u—01 — e¥ u—0 e¥ —1 u—0 u
In(l—
lm n( x)—l—sen(3:r):3+<_1):2
x—0 x
b — a b —1—(a® =1 -1 et —1
17) lim —— % = lim @ =Y _ ¢ = Inb - Ina =
z—0 x z—0 €T z—0 T xT
(b)
In{-
a
. 8T —e” o o, 8=t
18) hH(l) Usando el ejercicio anterior hH(l) =In8—Ine=1In8 -1
r— €T r— €T

4. Dada la funcién f(x) calcular f(z + h) y calcular el limite }ILm% flo+ hfi — f(@)

1) flz) =V }l%f(“:“Lh]z—f(x):}lLo\/ﬁ
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