Capitulo 9

Aplicaciones Derivacion

9.1. Regla de L’Hopital

0
1. Célculo de formas indeterminadas del tipo —, 2. Si las funciones f(z) y g(x) son
00

derivables en un cierto entorno del punto x, excepto, quizas en el propio punto x,
yg'(x) #0ysi

lim f(z) = lim g(z) =06 lim f(z) = lim g(z) = c©

T—T0 T—T0 T—T0 T—T0

@) T /')

entonces lim ——= = supuesto que existe lim
a0 g(x)  2=a0 g'() z—a0 g'()
ser finito o no.

. El punto xy puede

0, o0
2. Las formas indeterminadas del tipo 0oo 6 0o — o0 se reducen al tipo 0 6 — mediante

transformaciones algebraicas.

3. Las formas indeterminadas del tipo 1*°, 00?, 0" se reducen al tipo 0co y por ende a
0

, 0 . . .,
0 6 — tomando logaritmos o mediante la transformacion:
00

[f(x)]g(r) — 9(@)loglf(2)]

9.2. Problemas Resueltos

1. Si f(z) = (z —a)™(x — b)" con m,n € N demuestre que el punto £ del teorema de
Rolle divide al intervalo [a, b] en la razén m : n.

Solucioén.

Notemos que f(a) = f(b) = 0, f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) pues:
f'(z) = m(z—a)" ' (z—b)" +n(x —b)" ' (x —a)™ entonces por el teorema de Rolle
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se sabe que f'(§) = 0 para a < § < b, ast:
m(§ —a)" HE=b)" +n(€ =b)"HE—a)" =0

(€ —a)™ e =b)" Hm(E —b) +n( —a)] = 0 como a < & < b necesariamente
m(€ —b) +n(€ —a) =0 & = netmb,

n+m

2. Demostrar las siguientes desigualdades:

3 1

a)%+\1/—5)_<Arcsen06<g—l-§
b b

) 1— = <1 - <=-=1
) b Og(a) a
)W+3<A t4<7r+1
T SRS TG
Demostracién.

a) Sea f(r) = Arcsenz < f'(1) = =

T Va2
Para & € (a.b). £/(§) = L= = f/(0) = L = Aresenpodoesens uego para,

O<a<£<b<1,setlene.

1 1 1

ﬂ<\/1—§2<\/1—b2

luego:

1 - Arcsenb — Arcsena - 1
i@ b—a Vi
sib=0,6ya=0,

queda:
2 Arcsen06 —2% 10 /3 1
—= < <—6&-—+=-<A 06 <=+~
/3 0,1 8 7 15 + g~ oresen 6 6 8
waﬂw:Mx@ﬂ>—wf@=1=ﬂgﬁy@
a<&E<Dh <:> < 5 < = <:> < log( ) < L finalmente queda:

1—g<log<é)<é—1
b a a
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¢) Sea f(x) = Arctgz & f/(x) =t f(€) = ey = Arctaldretga

1 1 1
ydea<{<bo gp<tgeg<gs®

1 Arctgb—Arctga 1
1452 < b—a < 1+a?

sibz%yazlsetiene§+23—5<Arctg%<§+%.

3. a) Demostrar que % <log(z+1)<z, >0
T

l 1
b) Aproveche a) para calcular 1im M y verifique su resultado usando la

z—0 x
definicién de derivada.

Demostracién.

0) f(@) = logr & f'(z) = L5 f(¢) = L
Para & € (z,xz + 1),z > 0 se tiene f'(§) = 7f(””+1;_f(w) de aqui % — 7109(?1)7
1 1 1 log(z+1) z
perocomo:r<§<x+1(:>1+—m<g<1(:)1+—x<T<1(:>m<

loglx+1) <z

. . o +1
b) De inmediato por sandwich lim M = 1, por otra parte:

z—0 x
aplicando la definicién de derivada a f(x) = log (x),

7'(1) = lim log (f;;i)__l‘ig (n) _ lim @ v obviamente f(1) = 1.
4. Calcular los siguientes limites:

) lim L9 1+ 27 b) lim e — 1

z—0 cos 3x — e~ 7 z—oo 2 Arctga® —
¢) lim (l N ) d) lim z"logz (n > 0)

=0 \z e —1 z—0+
e) xgrgz(sen x)"° f) mlir(r)1+ z"

1\ e

g) xEToo(ﬂ — 2Arctg x)log (z) h)wlirgl+ (;)
Y iLn% (loéx a lon) ) xli%l+xm
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Solucion.
log (1 + a?) L
lim ——————= =i = =0
2 20 cos3xr —e* 220 —3sendr + e 7
7 — 1 ) eac?( 2273) 1. et 1
b) 1m —2 = 111m 1 4 = —— hm T —_
z—o0 2Arctgx® —m a0 2950 2 2 z—o0 T
) i 1 1 | e —1—x e’ —1 0
c) lim [ — — = lim = lim = —
=0 \x  e*—1 =0 z(e®* —1) a—=0e* —14ze* 0

lim ——
z—0 e¥ 4 e* 4+ re?r 2

logx 1 1
d) 1fma" logw = lfm 2= — lim —~— = ——limz" =0 (n > 0)
z—0 z—0 x— " z—0 —nr— " n z—0

e) Sea y = (senx)¥* & logy = tgxlog (senx),

1
senx

log (sen x - COS T
lim logy = lim M = lim >— = 0 de aqui
-z —Z  colgx x—Z —CoSec r

O asf lim (senx)"¥* = 1

T—3

log(lrr}r y)=0=lmy=e
=3

T—=5

f) Seay =2a" < logy = zlogz, hm logy = lim xlogx

z—0t
log x , 1 .
lim logy = llm — = lim —*— = — lim z = 0 de donde
z—0t z—0t T~ z—0t —T z—07t
lim y =€’ =1asf lim 2° =1
xz—07F z—0t
9)
— 2Arct — 7
lim (7 —2Arctgx)logz = lim T 29T i %
2400 z—+oo  [log ]~ r—+o0 —[log x] 2=
log z]? 2(logx)+ logx
o g 9Ty g, 20090y, tog
T—+00 5-}-;);' T——+00 _P_I_l r—+00 —E—F[L'
1
=4 lim 1 — =0
T—+00 =5 + 1
h) Sea y = (%)tgm < logy =tgxlog (%) = —tgxlogx
l : 2
lim logy = — lim 9% — _ lim —=2 = lim 27 =0
z—0+ z—0+ cotgx a—0t —cosec? r  z—0t T

1 tgx
asi log(lim y) =0= lim (—) =1

z—0t z—0t \ T
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1 1— -1
i) lim L ) =lm e = lim =1
z—1 \logx logx =1 logx 2=l =
j) Seay = T I logy = ﬁ log xz de aqui
l 2 *—1 1
lim logy = lim ——2©— —lfm —=2 — =lm— . — =1
z—0 z—0 log (em — 1) z—0 = er z—0 T e’
asi log(lir%y) =1= h’n})y =e
5. Determine las constantes a y b de manera que
h’r%(x_ssen?)x +27%a+b) =0
Solucion.
sendx + ax + br?
im =0
rz—0 [L’?’
aplicando L’Hopital tenemos:
3cos3 bz 0
lim cossrtat ot D = 3c0s3-0+a=0&a= -3
z—0 3.2(}2 0
1t 3cos3x — 3 + 3bx? y —9sendx +6bx 0 .
asi lim = lim = — luego
z—0 322 z—0 6x 0 &
—27cos3z + 6b 9
lim 20T g 274 6b=0e b=
rz—0 6 2
6. Calcular:
3 * 2
:1;%1—6902/0 e dt
Solucion.
. . / o
, t2 3, 1y 0
slclg(lJl—eQUQ/O e dt—ilir(l]il_emz dt
Notemos que es de la forma 8, luego por L’Hopital
’ 2 x?
, /0 ¢ di +ze e e 4 2% . 1+4a?
lim 5 = lim 5 —=—llm — =
z—0 —e? 2x z—0 —2(e?” + 2x%e”) z—0 1 4 222
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7. Determinar las constantes a y b de manera que

) 1 T2dt
lim —— =1
z—0 br — senx Jo a -+t

Solucion.

Aplicando L’Hopital

/wtwt )
ljm 20 VvaTt vat+t _ lim —vetr
a—0 br — senx  a—0Db — cosx’

sib# 1= L =0 lo que no puede ser, asi que b =1, luego

(1) 1 x? i 2z
im = lim
=0 (1 —cosz)v/a+x 2-0senzy/a+x+ (1 — cosz)s; (1”

8

y dra+w y Watw+ 7t
= lfm = lim =
2—02(a + x)senx + 1 — cosx  2—0 2senx + 2(a + x)cosx + senx

I:%zléazél;

2

x¢ 14 cosx
N6t de (1 lificand 1 ,se ll 1 —
6tese que de (1) amplificando por 14 cosz, se llega a xl_)I% sen’s Jo oo

1 < a =4, es decir, es mas inmediato.

8. Calcular los siguientes limites :

2
/ /0 (Arctg t)=dt sena — 1 — 22
a) lim b)lim —
z5+oo 22+ 1 2—0 22 + xlog (1 — x)
Solucioén.

a) Se puede aplicar L.’Hopital, ast:

’ 2
/0 (Arctg t)dt ’ (Arctg 2)?

lim = llm ———— = 1i

2

===

Va2 + 1(Arctg z)?

x——+00 2 +1 x——+00

www.luiszegarra.cl
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b)
. e'senr — v — 2 ., e'senx + e*cosx — 1 — 2z
lim = lim
e—0 22 +zlog (1 —x) 2-0 2x4log(l—x)— 7%
i 2e*cosx — 2 91 e*cosx — e*senzx 2
= 111m = 1m — —
p—02 — A 1t T —(1—g) 2 —2(1—2)3 3

1-z (1—x)2

9. Un peso esta suspendido por una cuerda y se le causa una vibracion mediante una
fuerza sinusoidal, su desplazamiento f(t) en el tiempo ¢ viene dado por

A
ft) = m(sen kt — sen ct)

donde A, ¢y k son constantes positivas, ¢ # k.
Determinar el valor limite del desplazamiento cuando c¢ tiende a k.

Solucioén.

De inmediato: h'nli f(t) = lim

ok

27]{;2 (8677, kt — sen Ct)
C —

aplicando L’Hopital, derivando respecto de ¢, se tiene

. —tcosct At cos kt
= Alim = —
c—k 2C 2]{5

10. Calcular ) )
lim — {(— + 1) log(1+x) — 1]
z—0t T x

Solucion.

[+ ) log(+a)—1] ol +0) + (1 +1) 5

xT

lim = lim
z—0+ T xz—07F 1
log(1+z) + L1 1
_ 1 —~z
— lim % — lfm —= T gy O 2
z—0t 1'2 z—0t 2x z—0t 2 2

Nota: Compare parte del problema resuelto de 9.6.-N° 9.

9.3. Problemas Propuestos

1. Aplicando el teorema del valor medio, demostrar:

a) \/1+x<1—|—§para—1<x<0yparaz>0

b) x < Arcsenz < ,0<z <1

x
V1—a22

www.luiszegarra.cl
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s
tgr >z, 0 <z < —

c) 5

2. Demostrar que |f(x) — f(z1)| < |z — x1], donde z; es

b)f(x) = cosz

a) f(r) =senx

3. Calcular los siguientes limites:
2) lim log(x? — 3)

1 e —

z—2 12 + 3z — 10

tgr —x

un real cualquiera, cuando

a

lim ——— d)lim A tg(z —

c) lim —= P )mll% resen cotg(x — a)
1 — 4sen® (Z* 242 2

¢)lim sen ( 6 ) ) lfm + 2x + sen 2x

=1 1 —a? z—oo (22 + sen 2x)esen®
g) lim 22 (coshg — 1) h) lim |z — 2%log [ 1+ 1

r——400 €T xr——+00 €T

5
i) lim [log(cotg x)]¥® M (2
)t fog(eotg ) i (57— )
~ 3z + 2senf — 16senZ
)lim ———""_ )lim 8 :
w0 x z—0 senSx
et — 1 ) p—
2
1 1 x senx
m)lim - n)lim =2
a—1\logx x—1 250 3
0) lin”é(cos 2:)3)"/1’2
Respuesta.
a) % b) loga—1 ¢)2 d) %
e)%\/g f) no existe g) % h)%
i)l jle 30 k) 1 I)ﬁ
m) 3 )t o)e

4. Calcular los siguientes limites:

www.luiszegarra.cl
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3

|
/ §£v1+ﬁm
0

sent — 12 —=x

/ senv/tdt
b) |5 e —

z—0 [L’?’
2

/ (2% + e7*"H)dt
c¢) lim %

z—0 log(1 4+ 2?) — x2%senx

a) lim

z—0

Respuesta.

5. Calcular los siguientes limites:

T +tg92x
a) lim ————
t—0x —tg2x

log(1 —log(1 1
c¢)lim o9l + sen) = log(1 + ) d) lim (— — cotg 93)
z—0 T —1tgx z—0T \ T
T —e ™ —2log(1 — Arct
ol & 2000 A D)y, T Arlg
2—0 T senx v—0 22log(1 + )
)i etsent — r — x° bl senhx — senx
im im
&) Lzt zlog(l —x) z—0 x3
1
i) lfm amwse
z—0+
Respuesta.
a)-3 b)0 ¢)5 d)3 e2 f)3 g —2 h)g Qe
6. Hallar ¢ de modo que
lim <x+c) —y4
r—+40co \ T — C

Respuesta.

log(2)

www.luiszegarra.cl
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7.

10.

9.4.

La corriente /(t) que circula en un cierto circuito eléctrico en el tiempo ¢ viene dada

por: I(t) = E(l — e B/ "en donde E, R, L son niimeros positivos. Determinar el

valor limite de I(t) cuando R — 0%.

Respuesta.

tE/L.

Sean g(z) = ze* A f(z) = / g(t) <t+ %) dt. Calcular el limite de f”(z)/g"(x)
1

cuando z — +00.

Respuesta.

1
2

. Sean g(z) = z%** A f(x) = / e®(3t% + 1)Y/2dt. Para un cierto valor de ¢, el limite
0

de f'(z)/g'(x) cuando © — +o0 es finito y no nulo. Determinar ¢ y calcular el limite.

Respuesta.

c=1;lim= %\/5

Para un cierto valor de ¢, el limite liril (2° 4+ 72* + 2)° — 2 es finito y no nulo.
T—1T0Q

Determinar ¢ y calcular el valor del limite.

Respuesta.

c= ;lim:%

(S

Monotonia, Valores Extremos, Concavidad e In-
flexiones de una Funcion

9.4.1. Monotonia

Funcion Creciente.

Si la funcién f(x) derivable en (a,b), entonces: f(x) creciente en [a,b] < f'(z) >0

Vr €

[a, b]

www.luiszegarra.cl
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Funcién Decreciente
Si la funcién f(x) derivable en [a, b], entonces: f(x) es decreciente en [a,b] < f'(x) < 0.

Nota: La desigualdad estricta se cumple cuando f(x) es estrictamente creciente o decre-
ciente.

9.4.2. Valores Extremos

Maximo-Minimo
Una funcién f(z) tiene un méximo (minimo) absoluto en el punto zg, si y sélo si

f(@) < flxo); (f(x) = f(x0))

en tal caso f(zg) se llama méximo (minimo) absoluto de f.
Maximo-Minimo Relativos.

Diremos que f(x) tiene un maximo o minimo relativo en x, si f(x) tiene un méx.(min.)
absoluto en g, en algin entorno de x.

Necesidad para la Existencia de Valores Extremos.

Sea f definida en [a,b] y sea f derivable en [a,b], excepto tal vez en un numero finito
de puntos de [a, b]. Entonces si f(x) es un méaximo relativo, x debe satisfacer una de las
siguientes condiciones:

1. f'(z)=0
2. f'(x) no existe en x
3. x es un punto extremo de |a, b]

Esta afirmacion no dice que puntos dan extremos relativos, pero si da todos los can-
didatos a extremos relativos.

Suficiencia para la Existencia de Valores Extremos.
A. Criterio de la primera derivada.

Sea f continua en [a, b] al cual pertenece el punto critico z1, y es derivable en todos los
puntos del mismo (a excepcion, quizé del mismo punto x7). Si:

EL)
’/(SL’) > 0 Ve < T
€T ,
1

fl(x) <0 Vo>mn

www.luiszegarra.cl
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la funcién tiene un maximo en el punto z;, cuyo valor es f(x1).
b)
fl(x) <0 Vo<

fl(x) >0 Vo>

la funcién tiene un minimo en el punto x;, cuyo valor es f(z1).

B. Ceriterio de la Segunda Derivada.

Si f'(z) = 0, entonces en x = x; la funcién tiene: un méximo relativo si f”(x;) < 0y un
minimo relativo si f”(z1) > 0.

9.4.3. Concavidad e Inflexiones

Si f'(x) es creciente (decreciente) en [a, b], entonces f es concava hacia arriba — (céncava
hacia abajo —) en este intervalo, es decir, podemos afirmar también que:

Si f"(xz) > 0(f"(x) < 0)Vx € [a,b], entonces f es concava hacia arriba (concava hacia
abajo).

Punto de Inflexién.
El punto en que una curva continua, separa la parte concava hacia arriba de la céncava

hacia abajo, se llama punto de inflexién. Si f”(z) =0 6 f”(x¢) no existe y f”(z) cambia
de signo al pasar por xg, entonces en el punto xg, hay un punto de inflexién siempre que

xg € Domf.
_._l_//_l_. —
(=)

Optimizacién de Problemas Aplicados

1. Tratar de expresar la cantidad que se va a maximizar o minimizar como funcién de
alguna variable que se presente en el problema, como por ejemplo: una distancia,
un tiempo, un angulo, --- etc.

2. Si en un principio necesita dos variables, digamos x e y, para expresar la cantidad
a optimizar, hallar una segunda relacion entre x e y, y usarla para eliminar una de
las variables.

3. Determine que valores de la variable son admisibles en el problema. En otras palabras
hallar el conjunto de valores sobre el cual se considera la funcién en cuestién.

4. Encuentre los puntos donde la primera derivada se anula, no existe, o en los extremos
del intervalo considerado.

www.luiszegarra.cl
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5. Descarte los puntos que no pertenecen al intervalo considerado y estudie el resto
segun las necesidades del problema en cuestién.

9.5. Estudio de Funciones y sus Graficos

Para este estudio bastara seguir el siguiente resumen que vamos a adoptar como modelo,
para cada funcién. (En realidad completaremos lo que hemos estado haciendo desde el
principio en estos apuntes).

1. Estudio del dominio de f

2. Raices y signos de f.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia y valores extremos de f.

6. Concavidades e inflexiones.

7. Gréfico de f.

9.6. Problemas Resueltos

1. Hallar los méaximos y minimos de la funcion:

Yy = 2senx + cos2x

Solucion.

1. ¢y =2cosx — 2sen2x = (2cos x)(1 — 2senx)

e M. . _Bm. . _ 3

2.y =0=2cosx(l —2senx) =0= 11 =F; 2o =75; T3 = F; Ty = 5
Observacién: Puesto que la funciéon es periodica y tiene un periodo 2,
sera suficiente estudiarla en el intervalo [0, 27].

3.y’ = —2senx — 4cos 2.

4. Analicemos ahora la naturaleza de cada punto critico:

" (%) = -3 < 0= 1, = § tenemos un maximo de valor

Y
Y %, analogamente.

/

<
—

g) =2 > 0= 7o = § tenemos un minimo de valor
y ademas x3 = %7‘(‘ = maximo, de valor
Ty = 37” =minimo, de valor y = —3.

SIS
|

L,
3.
27
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2. Encuentre los maximos y minimos de la funcién

y =4acosx — [Fcos2z; (o, 5> 0)

Solucion.

Como la funcién es periodica, bastard con estudiarla en [0, 27]
[ —_

Yy = —dasen v+ 23 sen2x < y" = —4dacosx + 43 cos 2x

Y =0=dsenz(—a+ fcosz) =0=senz =0V —a+ Fcosz =0

a) senzr=0=zx=0,x=m, =27

>« = hay un minimo

y'(0) =48 —a) =
f < a = hay un maximo

+ e

0 — ¢/ hay un mdximo

sia=[0=
y"(m) = 4(a+ ) > 0 = hay un minimo

y"(2m) = y”(0), mismas conclusiones.

sia=0 < x =0V x =27 puntos ya estudiados

b) cosx =%

=l

si a > (3 no hay solucién

ahora, si o < [3, entonces existen 2 puntos criticos, sean estos x1,xs € [0, 27],
tal que cos 1 = cos xo

y"(z1) = —4acos ¥y + 4(3cos 211 = 4(—acos x1 + 2[Bcos® 11 — 3)

(1) = 4 (—a% +20% — 6)
= %(a2 — (%) < 0, luego
y"(x1) = y"(z2) < 0 = hay un méx en zy, s

3. Determinar los maximos y minimos de las funciones:

2
a) f(z) = %M

b) y=a" (x > 0)
c) f(z) =2cosx —x en [0,27]

www.luiszegarra.cl
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Solucioén.
a)
fl(z) = ”i;l =0 = z = £1 asi esquemédticamente
1 + * — * -+ ,en x = —1 hay un méx. que vale f(—1) =

crece —1 decrece 1 crece
—1 en 2 = 1 hay un min. que vale f(1) =3

b)
y=2a"<logy=zlogr <y =x"(logz +1);x >0
y" = a"(logz + 1)* + 12" = 2”(logx + 1)*> + 2*~*, ahora
dey' =0ycomoz®#0=logz+1=0&z=c!
y evaluando y”(e™) = (e71)* 7! > 0, luego en x = 1
hay un minimo cuyo valor es y = (%)1/ ‘.
c)
f(x) = =2senz —1; f"(z) = —2cos z;
fl@)=0=senz=—1 =2 =T ay=21"
1 %’) =1,732>0asl en x; = %r hay un min. cuyo valor es:
T\ Vs
F(F)=—-(V3+%).
1 (11—”) =—-1,732<0en xy = HT’T hay un méx. cuyo valor es:

6
s

ACEIGEES

4. Determinar los intervalos de concavidad de:
a)y=2—122 b)y=e" cy=2> dy=F
Solucién.
a) Y'=-2=y" ~

b) ' =e">0Ver=y9y" —

c) y”:6:v:>y”:\ (.)

_l_

www.luiszegarra.cl
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. + o — o +
d) y' =28 = y'—

1 ~ 1 —

5. Determine los intervalos de concavidad y puntos de inflexion de las curvas

a) y=e* (curva de Gauss)

1
) y=—5—7

c) y=uasen(logz) (x>0)

Solucioén.

1 _ 1

2
a) Y =2 (222 - 1) =0= 1, —7 2= 5
+ e — e +
Asi y” — T 21y X9 son puntos de inflexion ya que y” al pasar
\/i Ve E ~—

por estos cambia su signo y ambos pertenecen al dominio de y.

UJ

b) En el problema 4(d), se indican las concavidades y nétese que +1 no son puntos
de inflexién ya que aunque hay cambio de concavidad, 1 no pertenecen al
dominio de y.

y' = sen(log ) + zcos(log x) - = = sen(log x) + cos(log x)

y" = cos(logx)t — sen(logx)= = (cos(log x) — sen(log z)

y' = %sen (% — logx) : donde ¢y’ = O parax, =eith" k€ Z,
no se considera x = 0 ya que x > 0. Nétese que y” cambia de signo al pasar
por cada xy, por lo tanto, los x son las abscisas de los puntos de inflexién.

_ 3w us
2km T, 62k7r+4)

En los intervalos (e es concava hacia arriba —

(2Tt 2hmt 5

En los intervalos ) es concava hacia abajo —~

6. Halle el maximo global de f(z) =1+ 12|z| — 3z en [—1, 4]. Esboze su gréfica.

Solucidn. [ es derivable sobre R — {0}, porque |z| no es derivable en x = 0. Esto

muestra que 0 es punto critico. También -1; 4 son puntos criticos porque son puntos
extremos.

Como f'(x) =12 —6xsixz > 0A f'(x) = —12 — 6z si x < 0, tenemos que = = 2.
El conjunto de puntos criticos es {0, —1,4, 2} se descarta -2 porque no pertenece al
dominio, ademas, f es continua en el intervalo [—1,4].

De f(0) = 1; f(—1) = 10; f(4) = 1 A f(2) = 13 se tiene méximo de f = 13y
minimo de f = 1. Obsérvese que el maximo se produjo en un punto estacionario y
el minimo en un punto extremo no derivable.
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» X

-0 I > 3 4
Figura 9.1: f(z) =1+ 12|z| — 322

7. Estudiar las siguientes funciones:

2 —4 si <3
a) flz) =2 - 62249z +1 b) f(z) =

8—x st >3

¢) fz) = 243 4 47103 d) f(z) 1,1
Solucioén.

a) f(z) =23 —62>+9x+1
1) Dom f =R
2) f(x) =0< (z+0,10375)(2? — 6,104z + 9,6332) = 0
x1 = —0,10375 (raiz que se puede obtener por Newton, o cualquier otro
método de aproximacion), ahora como A < 0, la ecuacién cuadratica no

o s ca - . +
aporta mas ralces asl:
—0,10375

3) No tiene simetrias con los ejes coordenados.
4) No tiene asintotas (funcién polinémica).
5 fl(x)=3(*—4zx+3)=0=z=1; =3 asi:
, T e - ° ; - . o
croce 1 docrece 3 crece de aqui en x = 1 hay un maximo, f(1) =
5, en z = 3 hay un minimo f(3) =1

6) f"(z) =32 —4) =0= 2 =2 as: f"
punto de inflexion, f(2) = 3.

; i y en x = 2 hay un
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Figura 9.2: f(z) = 23 — 622 + 9z + 1

x> —4 si x<3

b) f(x) =

8—x si >3
Si z < 3 f(z) es una funcién parabdlica, asi que resumiendo

/ _ _ — ! ° *
fle)=20=0=2=0 f decrece 0 crece 3

hay un minimo en

z=0; f(0) = —A4.
f"(x) = 2 = siempre concava hacia arriba, no hay puntos de inflexién.

Para = > 3, una linea recta su grafico es inmediato. Para = = 3, f(3) = 5 y
lim f(z) = lim (2* — 4) = 5, luego la funcién es continua en x = 3. Para
z—3~

z—3~

x> 3 f(x) decrece.

4

Figura 9.3: f(z) =2? —4siz <3y f(r)=8—xzsiz >3

¢) f(x) =23 + 4213
1) Dom f = (—00,00)

°
—4 0 '

2) fla) =06 2P t+4)=0= [
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3) No hay simetrias.
4) No hay asintotas.

5 flz)=32"Pz+1)=02=0Ver=-1=
, — ° + ° +

! decrece —1 crece 0 crece

hay un min. en z = —1; f(—1) = —3.

, por lo tanto,

6) f"(z) = 227°/3(x — 2) debemos analizar los ceros de f” y donde no existe,

es decir f” + ; ; luego hay inflexiones en 0 y en 2; f(0) =
0; £(2) 27,56
Ay
j‘()c):)c%4r4:cé
] -
4 0 2 >t
3

3) No tiene simetrias.

4) 11%1+ f(z) = 400 = h’r(r){ f(z) = x = 0 asintota vertical

1 1 1 1 1
m= lim (-+—=+—=)]=0=n= lim (1+—+4+—=|=1lasiy=1
x? a3 x  x?

r—+oo \ T r—*+00
asintota horizontal, interseccion de ésta con la curva 1+ % + # =1&
r=—1.

5) f'(z) = —£8 puntos criticos —2 y 0 asf:
f/ — ° + o) —
decrece —2 crece 0 decrece

solo en x = —2 hay un min. ,
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f(=2) = 3. z = 0 no pertenece al Dominio de f.

6) f"(x) = @ punto critico - 3 asi: f” % y hay un punto de
inflexién en z = =3, f(-3) = &.

1 1

Figura 9.5: f(z) =1+~ + —
r

8. Para x > 0. Qué es mayor e” o x°7

Solucidén.Sean f(z) = e” A g(z) = z° luego log(f(z)) = = Alog(g(x)) = e log(z).

x—¢e

Consideremos la funcién: h(r) = x — e log(z) = h'(z) =1 - ¢ = como x > 0

s , — e + .
solo es critico x = e asi: ¥ —————— luego en x = e hay un minimo, luego
e

Vx > 0:h(e) < h(x) dedonde h(z) =z —clogr >e—eloge=0< = > elogr <
e’ > z°.

9. Para x > 1, demostrar que:

2
4 1\"* 1
log(—)glog(1+—) —r< =
e T 2

Sea f(xz) =log (1 + %)w2+m —z=uz[(x+1)log (1+21)—1]

Demostracion.

flx) =2z +1log (1+1) -2

f"=2log(x +1) = 2logr — + — 5 y f"(x) = WIH)Q >0 (z>1)
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10.

luego f”(x) es siempre creciente.
Ademas Tim f(z) = lim [2log (14 2) — =211y
emas lim = ~) = _

luego f”(xr) < 0 esto implica que f’(x) es siempre decreciente Vr > 1 ademas:
1

lim f'(z) = lim {(2£E+ 1)log (1 + —) — 2], haciendo el cambio x por %, r —

r—00 T—00 €T

oo = t — 0 resulta:

) 2 _ , 1 :
= tlirilo{<?+1) log(1+1) —2}, pero: 1 —t < = < 1, ¢ > 0 de donde inte-

grando: t — % < log(1 +t) < t multiplicando por (% + 1) queda 2 —t + ¢t — % <

(24+1)log(1+1t) <2+t = —% < (2+41)log(1 +t) —2 < t por sandwich

2
se tiene tlirJrrlo { (; + 1) log(1+t) — 2} = 0 luego lim f'(x) = 0 esto conduce a
que f'(z) > 0,Vax > 1 entonces f(z) es creciente por lo tanto xf(1) < f(x) <

1 1
:}Lrgof(:c) :tgrfog{(g—i-l) log(l—i—t)—l}, pero: 1 —t < 5 < 1 —t+t* =

t—% < log(l+1t) < t—§+§ multiplicando por (%—1—1) queda 1—}—%—% <
2 3 2 5

(F+Dlog(l+t) <1+i-L 4L =Ll L o (lp1)logl+t)—1<i-—L 4

[l

1
T = %—% < %{(%‘i‘l)lOQ(l—'—)—l} < %—é+§ = lim f(z) = §ycom0

f(1) =2log(2) — 1 = log (%), reemplazando en * finalmente resulta:

2
4 I 1
log(—)<log<1+—) —r < =
e x 2

Para n entero positivo. ;Qué es mayor
(VL 6 (Va1

Solucioén.

Aplicando logaritmos: vn + 1 logy/n 2 /n logy/n + 1 < /n+ 1 logn Z /n log(n+
logn log(n+1)
1) \/gﬁ 2 Vn+l °

Sea f(x) = lo%, flz+1) = % recordemos si f es estrictamente creciente en-

tonces f(x) < f(x 4+ 1) y si f es estrictamente decreciente f(x) > f(x + 1)

~Lioge ,
fl(x) = 1;%; para 0 < x < € = logr < 2 = f'(x) > 0 luego f es estricta-
mente decreciente r < €2 = n < 7= f(z) < flz+1) & % < % luego
(V)" < (Vn+1)Viyparaz > €2 = n > 8= f(z) > fz+1) & g » logltl)

VI ==,
luego (v/n)VrH! > (v/n + 1)V"
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11.

12.

13.

Demostrar que para 0 < n < 1y a y b positivos cualquiera, se cumple (a + b)" <
a™ + b".

Demostracién.

(a+b)" <a"+b" & (4+1)" < (4)"+1lseaz =2 = (x+1)" <z"+1, por
demostrar que se cumple esta desigualdad para cualquier z positivo.

Sea la funcién f(x) =1+ 2" — (1 +x)"; con x >0

fl(x)=n [mll,n — (1+m1)1*”} > (0yaquel—n>0yaz>0luego f(x) es estrictamente

creciente en [0, 00], es decir f(z) > f(0) =0 1+2"—(14+2)">0& (1+2)" <
142" nétesequesin:%:>\’/'a+b§{/5+</5, r> 1.

Demostrar que: a® + b* > 1 para todo a > 0, b > 0.

Demostracion.

Notese que si @ > 1y b > 1 la desigualdad es trivial sea entonces, 0 < a < 1y
O<b<lyponiendoa=1—acon0<a<lAb=1-—[con0<f<1,luego

11—« 1-7
(—ap  ([1-8)"

1I-—a)P+a-pr>1= > 1 (%)

Sea f(u) = (1 —u)", f/(u) = —r(1 —u) = =% aplicando el Teorema del valor

= Uy
medio para 0 < £ > « y haciendo r = (3 se tiene f'(§) = f(a;:g(o) = (l_af_l =

—B(1-¢)F1 = % = (1-a)f = 1—% < 1—af; andlogamente podemos
obtener que (1 — 3)* <1 — af; luego en (x) queda:

1-o 1-8 1-o 1-8 _ 2-a—3 _ (1-o)(1-6) o b a
P T 057 = T-af T Toaf = 1-ap — 1-ap T 1>1asi:a”+5b* > 1.

Estudiar y hacer el grafico de las siguientes funciones

1 1 202 —Tr+5
a) (o) = gat et t =2 b) o) = g

3

o) f(z) = VA + 2z + 1 d) f(z) = —2

2 —1

e) f(x) = senzx + 28671%

Solucioén.
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a) f(z) =123+ 1%+ -2

1) Funcién polinémica asi que Dom f =R
2) f@) =0 (r—1) (3a?+2+2) =0z =1, asi: f >
3) No tiene simetrias.
4) No tiene asintotas, ademés, observe que
i fe) =400 limf(a) = —oc

5) fl(z) = %:)32 +2+1>0Vryaque A <0, luego f es siempre creciente.

6) f//(l’):3l’+1:0<=>l’:—% ast: f// _—_.l—_'_ engj:—_ hayun
3
punto de inflexion cuyo valor es f (—%) = 229

Ay
1
3 > x
0 1
2
Figura 9.6: f(z) = 32° + 2% + 2 — 2
202 —Tx +5
b =
) J(@) x2—br+7
1) Dom f =R ya que el denominador no tiene ceros (A < 0)
2) f() =022 -Te+5=0=>0=2Ax =73 asi: f i ; — ; i
2
3) No tiene simetrias.
202 —Tx +5
4 lim =0
) m= :c—>:|:oo l’(l’2 — 5!13' + 7)
. 2= ; + p , . ,
n = hrin {5, 7= 2 luego y = 2 es una asintota horizontal, ademas:
TR LTy T2

siz >3 = f(xr) > 2 la curva estd por encima de la asintota si z =
3, f(z) = 2, la curva corta a la asintota y si z < 3 = f(x) < 2 la curva
estd por debajo de la asintota.

—3(x%—6x
5) ['(2) = s = 0= o =2yr=4=
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f/ — ° + ° —
decrece 2 crece 4 decrece
—1y en z =4 hay un maximo f(4) = 3.

luego en z = 2 hay un minimo f(2) =

3(22% 1822 +48z—38 . Ny Py .
6) f(z) =32 (x2_§x17)§ ) = 0 resolviendo la ecuacién ctibica por cualquier

método de aproximacion y con ayuda de f’, obtenemos las raices

~ . . ooopn ® + ® — ® +

=~ 1,469; 2,6526; 4,889 asi: f A 1469 U 2.65 1 189 U

y los tres puntos criticos son punto s de inflexién: f(1,469) = —0,5334
£(2,6526) = 0,6522 v f(4,889) = 2,8779.

Figura 9.7: f(z) = 292622__575:75

¢) flz)=V4a2 + 2z +1

1) Como 42% +2x+1> 0= Domf = (—00, )
2) No tiene raices y f(x) >0, Vo € R.
3) No tiene simetrias.
4) Asintotas oblicuas
2 1
m= lm |z[4/4+—+ —,
r—=+o00 T T
siz —4+o00o=>m; =2y

Six — —00 = my = —2

2+ 1
n= lfm (Va2 + 2z + 1+ 2j|) = lfm vt
w—Foo w—too \/4x? + 22 + 1 + 2|z

2+ 1

= lim
r—=+00 m

4+2+ L +24

xT

www.luiszegarra.cl



Luis Zegarra A. Aplicaciones Derivacién 25

s’ . _1 . _ 1 ’ _
de aqui si z — +00 = ny = 5 ysiz — —00 = ny = —3 asl y =

2x + % ANy = —2x — % son asintotas oblicuas de la curva, ademas como
fl@) = \/@z+3)2+2 fla) > 20+ Ly f(z) > — (22+1) y la curva

siempre esta por encima de la asintota.

— ) _I_
5) fllz) = =2tl_ — 0 o 2 = —1 asf f/ en
) F'(@) Vaz?+2z+1 4 / decrece —i crece °
xr = —i hay un maximo que vale f (—i) = @
" o 3 . , . .
6) f"(z) = e 0, luego la curva siempre es céncava hacia arriba.
Ay

[Ny

o |
N S

P
o~

Figura 9.8: f(z) = V422 + 2z + 1

3

2 —1

d) f(r) =

1) Dom f = (—oc0,—1)U (=1,1) U (1, 00)
o + e — o +

2) f(x)=0=x=0asi: f 3 0 1

3) f(—z) = —f(x), luego es simétrica con el origen de coordenadas.

4) Como lim f(x)=—o0V h’m+ f(z) =+oc0y
r——1— r——1
lim f(z) =—o0V lm f(z) = 400 en x = £1 hay asintotas verticales.
z—1

rz—1~

Por otra parte:
2

i T
m = lim =1
r—+o00 ,],’2 —1
i T
n= lim =0,

r—to0 1‘2 —1 B

luego y = x es una asintota, oblicua que intersecta a la curva en el origen.
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5 f'(x )— 2(:” _3 ) donde ++/3 puntos criticos

+ ° — ° ,
! con un méx. en r = —v/3;
crece —/3 decrece /3 crece

f(=v3) =2 —2,60 y un min. en z = /3 que vale f(v/3) = 2,60.

6) f" = 2(9;(296 I’?’ donde —1,0 y 1 son puntos criticos, asf:
1" ; _01 j: (.) — (; solo punto de inflexién en x = 0,
f(0)=0.
Ay
26

-2.6

3

Figura 9.9: f(z) = 5

T

e) f(z) =senz +2senj

1) Dom f = (—o0, 00), periodica, con periodo 47, lugo estudiaremos solo en
0,47

2) f(z) =0« 2senZ (cost +1) 2 =0, z =2m; x =47 asi:
e + e — o

f 0 2T 47

3) impar ya que f(—x) = —f(x)
4) No tiene asintotas (es oscilante)

5) f'(z) = cosx 4 cost =0 = 2c0s°% + cos: —1=0= =, x =2m;
z =107 asf:

3
f/ + ° — ° — ° +

21 107
méaximo en x = 2= f (2—”) = %\/g y minimo en x = 10“ = f (10”) — g\/g

0 crece = decrece 27 decrece -5 crece 47
3 3
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6) f"(x) = —senx — %seng =0= —senf (2005% + %) =0=12=0;
r = 3,6469; x = 2m;x = 8,9194; x = 4m; asi:
f// + o — L4 + L] — ° —+ ° —

0 —~ 3,6469 — 27 ~ 89194 — 47 ~
puntos de inflexiéon en todos los puntos criticos:
0= f(0) = f(2m) = f(4n); f(3,6469) = 1,4524 y f(8,9194) = —1,4524.

Figura 9.10: f(z) = senx + 2 sen§

14. Resolver la ecuacién x + log|z* — 1| =0

Solucion.

Graficaremos las curvas y = log|z? — 1| e y = —x, en las intersecciones de estos
gréficos estan las raices de la ecuacién, asi: f(z) = log|az? — 1|

1) Dom f =R —{£1}

O — O —

[ )
-1 1 V2

2) f(z) =0« =42, signos = f + _:/5 —
3) Simétrica con el eje y

4) Asintotas verticales en x = +1 ya que lm f(x) = lm, f(x) = —o0
rz——1 rz—1

5) f'(z) = -2 puntos criticos —1,0, 1

T ox2-1
f/ — o + ° — o +
decrece —1 crece 0 decrece 1 crece
2 . , . .
6) f"(x) = —% < 0 siempre céncava hacia abajo.
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_@\ S / 7 > X

Figura 9.11: y = —x,y = log|a? — 1|

De donde observando el grafico, vemos que las raices se encontraran en los
intervalos [0, 1][1, v/2]. De inmediato 2 = 0 es una de ellas. Aplicando el método
de Newton, una aproximacién n-ésima de la raiz z,, de la ecuaciéon H(z) = 0
esta dada por:

Tp = Tp_1 — 7}[@"—1)
n n—1 Hl(:(:n_l)
con un error absoluto ¢ dado por:
\5 — 2, = @ qonde my = min |H'(z)| asi sea H(z) = z + log|a® — 1| con

c(0.1) = H( ) =2+ log(1 - 2?)
H(z)=1+ 2 “, sea la primera aproximacion
x9=0,9 € (0,1)

L =0,9— 209 g _ 207607 _ 102

H’(O 9 —8,4737

H(0,8102) —0,2581
To = 0 8102 m = -0 8102 ~ 237163 0,7407

H(0,7407)
73 = 0,7407 — 20T — 0,7167,

yasi zy = 0,7164 x5 = 0,7146 - - - la precisién de la raiz depende exclusivamente
de las necesidades del problema.

Procediendo en forma andloga para la raiz que se encuentra en el intervalo
(1,4/2), obtenemos

To = V2, 11 = 1,0448; 5 = 1,1013; 23 = 1,1406; z, = 1,1476; z5 =
1,1478; xg = 1,1478 - - -

Asi las raices son: 0, 0,7146 y 1,1478 - - -
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Nota: La solucion de ecuaciones trascendentales relativamente simples, hoy
en dia no son un obstaculo con la ayuda de las calculadoras electrénicas, inclu-
so el método presentado (Newton) se puede programar (si no lo estd) o algtin
otro método mas eficiente, incluso aquel que se realiza simplemente mediante
iteraciones a gusto del usuario, la precision de los resultados evidentemente que
depende exclusivamente de los fines u/o necesidades del problema.

15. Estudiar las siguientes funciones:

2t —2r42

*a) y = x + log|z® — 1] b) y 1

1
*C) y3:2ax2_x3’a>0 d)y:xlog(e_;)

o) y = ael/ ) y =
Solucion.

a) y=x+ log|lz? — 1|
1) Domy = 2> —1%# 0= x # +1 luego (—oo0,—1) U (—1,1) U (1,00)

2) y=0= x+logla? —1| = 0,21 = 0, 25 = 0,7146 y x5 = 1,1478 (ver
problema resuelto N°14), asi

f — o — e 4+ e — o — e +H
—1 0 ) 1 T3

3) No tiene simetrias.
4) limi f(z)=—oc0y limi f(x) = —o0; © = +£1 asintotas verticales.

r——1 z—1

log(z® — 1 1+ 3
Para |z| > 1, m = lim v+ loglx ): lim —=2=L =
T—+o00 €T r—=+00 1
n= h’rin [x+log(z®—1)—z] = liriq log(z®—1) = 400 no tiene asintotas
oblicuas.

22 42x—1

5 Sijz| >1=y=ax+log(x? —1) &y = puntos criticos —1 £

x2—1
V2,—1, 1 asi:
e S R S S Y
crece —1 —+/2 decrece —1 V2 -1 T erece ay un maxi-

mo en v = —1 —/2; f(—1 —+/2) = —0,840. Andlogamente si |z| < 1
obtenemos la misma derivada, pero a (v/2 — 1) como punto critico, y en
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este punto hay otro maximo cuyo valor es:
F(V2—1) =0,226.

6) v = — 20242 0, Vx luego y es siempre céncava hacia abajo, no hay

(271)?
\ .

puntos de inflexién.
y
-0.84 ( ~1.1478

2 o

Figura 9.12: y = x + log|z?* — 1]
b) y = ) :Ilf—l—‘—ﬁ

z—1

1) Domy = (—o0,1) U (1, 00)

2) y # 0, no tiene raices, signos f — <1) i
3) No hay simetrias.
4) lim1 f(z) = —oc0 A 11’1111 f(z) = +o00 en z = 1, hay una asintota vertical.

) 1 1 , 1
m= lim (l1-—+——)=1=n= lim (z—-1+ -z | =
) + r—1

r—+o00 x [)j'([L‘ —1 r—+o00

lim | -1+
r—+o00 xr —
tersectandola con la curva; x — 1 =2 — 1+ ﬁ = 0= ﬁ, ecuacién que

nos indica que no se produce interseccion.

) = —1, luego y = & — 1, es una asintota oblicua, in-

5) fl(z) = g”j‘lfg, puntos criticos 0,2 asi:

t e - ° lo tant —0h $xi
croce 0 docrece 3 crece” ¥ Por lo tanto en z = 0 hay un mdximo que

vale f(0) = —2 y en = 2, hay un minimo que vale f(2) = 2.

6) f"(z) = ﬁ, punto critico z = 1, asi:

— o

no hay puntos de inflexién, 1 &€ Dom f.

—~ 1 —
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0

2\

Figulrau9.1i’3:yzwzx—leL1

z—1 T—

¢) y=v2ax?— x*

1) Domy = (—o0,0)

e + e —

2) y= = =2 i :
) y=0< 2 =0, z=2a(a > 0) signos 5 5 f
3) No tiene simetrias.
4)
o V2ax? — 23 , s/ 2a
m= lim —— = lim {/— —1=-1
r—=+00 T r—to0 €T
' v2az —1—1
n = lirin (V2ax? — 23 — 1) = lir%az—
r—+00 z— z
, %(2az—11)2/3 2a 9q
n=Ilm——"—— = —:
z—0 1 3
(nétese que z = %) luego y = —x + %“ es una asintota oblicua, inter-

sectandola con la curva —z + 23—“ = v2ax? — 23 &= %a.

4a—3 » )
5) fl(x) = %;7% puntos criticos 0y 3a, asi
/ - ° + L] - VN ; 4 _
/ decrece 0 crece 43“ decrece * O T T 30 Ay i max. f (3a)
2V4a y en =0 un min. f(0) =0
6) f"(z) = —%WZ_I)W puntos criticos 0 y 2a

o — o +

1 En x = 2a punto de inflexién f(2a) =0
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Figura 9.14: f(x) = v/2az? — 23

d) f(z) = zlog (e — %)

1) Domf=e—1>0=z<0Va>1:

2) f(z) =0& = —5, signos = f

1

‘ 7 .

«—
(e=1)’ 0

o | Ol
I

o
|
—_

3) No tiene simetrias con los ejes.

1 log (e — L
4) lim z log (e——) TN Gl

T —0- xz—1

z—0~

= lim

= 0 luego la recta x = 0 no es una asintota vertical, en
z—0— ex — 1

. 1 .
cambio lim xlog|e— — ) — —o0 silo es.
;c—)-i-% xr

Asintotas oblicuas:
, 1
m = lim log(e——)zl
r—+o00 xXr

log (1—- 2+
n = lim x{log(e—l)—l}: lim L@l‘)
x

r—to0 r—+o0 %
) T 1 1
= — lim =——asiy=ao——
z—+oo ex — 1 e e

es una asintota oblicua que no tiene intersecciones con la curva (verifiquelo
usted).

f'(x) = log (e — 1) + 1_1 para obtener los puntos criticos intersectamos

T ET

las curvas g1(z) = log (e — 1) v g2(x) = %= para lo cual estudiamos sus
1

graficos g» es una hipérbola cuya asintota vertical se produce para r = =

67
o —

sus signos son g2 +—l— y su asintota horizontal es y = 0, luego su
e
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grafico es inmediato como se indica en la figura 9.15.

J v=L(e-L)
0
1

Figura 9.15: f(z) =log(le— ) ey = =

Para ¢gi(x) = log (e — %) hay conclusiones ya obtenidas: definida para
r<0yax> %, asintota vertical en z = % y ademéas en x = 0 ya que
lim ¢y(x) = +o0.
z——0

S < 4 1-2
gi(x) = m(eml—l) = 0 crecér 0 I Erece ademds g7 (z) = z2(exf:§)2

el punto critico no pertenece al dominio luego se descarta asi que:
y +
L— 0
las curvas no se intersectan, o sea f’(x) no tiene raices (puntos criticos) y
ademés w1_1>ri1100 f'(x) =1y f'(x) >0, luego f es estrictamente creciente.

finalmente observando el grafico (2) concluimos que

[l | Ol

any

+ °
0

~—

f(z) = —m = [ , el gréfico de f(z) = zlog (e —

se muestra en la figura 9.16.

o |- Ol

Figura 9.16: f(z) = zlog (e — 1)
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e) f(x) = ze/?

1) Dom f = (—00,0) U (0, 00)

2) No tiene raices, signos f #

3) No tiene simetrias con los ejes.
4)
lim zel/

z—0~ z—0~ —

lim ze'/* = lim e
z—0t z—0t

m = lim
r—+o0 x

1/z -1
n= lim (ze"® —2) = lim c =1,

r—*+00 r—+o0 1
T

asi y = x+1 es una asintota oblicua que no intersecta a la curva (verifique-
lo usted).

+ o — o |
crece 0 decrece 1 crece

5) f/(z) = e* (£=1) puntos criticos 0y 1 ast: f/

xT

luego en z = 1 hay un min. f(1) =e.

6) f"(x) = S = f" % , pero 0 no es punto de inflexion.

3

Figura 9.17: f(r) = wel/®
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1) Domy = (—00,1) U (1,00)

2) y=0=1=0,y—" i
3) No es simétrica con los ejes.

4) Como lir?i y — +00, en z = 1 hay una asintota vertical.

113'2

Asintota oblicua: m = lim ———— =1
r—F00 1’2 — 2z + 1
3 2
x 20 —x
n=lim | ———2) = lim ——— =2 asiy=x+2es
z—o0 <x2 —2z+1 ) z—+too 22 — 22 + 1 Y
una asintota oblicua, que intersecta a la curva cuando:
+ 2 7x3 & 2
T = Tr = —
(x —1)2 3
r :(:2(:(:—3) sy o + o - L4 +
5) ¢y = ES)E puntos criticos 1y 3 asi: y toce 1 decrece 3 crece M

z =3, hay un min. f(3) = 2.

°
~ 0

6) v = (x(i’xl)4 = i inflexién en = 0, f(0) = 0.

S

Figura 9.18: f(z) = ey

16. Estudiar las siguientes funciones:
a) f(z) =e* ( curva Gauss)

D) flz) = xlog(x)

2 —1
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) J(@) = et
d) f(x) = z2e/*

r—1
e) f(x)=Arctgzr + 22
Solucién.
a) fla)=e
1) Domf=R

2) No tiene raices y f(x) >0, Vx € R
3) f(—z) = f(x) simétrica con el eje y.

—a?
4) lim & =0, lim e

r—too r—+o0

+ e —
crece 0 decrece

5) f(x) = —2ze ™ =

6) f"(z) = 2e** (222 — 1) puntos criticos + i

= 0, asi y = 0 es una asintota horizontal.

hay un méx. en x =0, f(0) = 1.

1 ,
72 asl

. s 1. 1) _ 1
puntos de inflexién en :tﬁ7 f (:I:ﬁ> =7

Ay

A
2

fr=e

2

Figura 9.19: f(z) = e~

b) f(a) = 2

x2—1

1) Dom f =(0,1) U (1,00)

2) Raices no tiene y f(x) > 0, Va
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3) No tiene simetrias.

4) Asintotas, posiblesen x =0y x = 1.

l
lim+ L 20 9(2) depende del numerador
z—0tT I —
l
lim 2% = Jim 2 =0
z—07F p xz—07F
[
ast lim = 09(7) =0

-0+ 12 —1

lim zlog(x) lim logr+1 1

x—1F 1’2 —1 x—1E 2z 2’
luego no tiene asintotas verticales. Veamos las oblicuas

l 1
m= lm —2% — lim = =0

r—too g2 — 1 oo 2x

logx

., xlogx i -
n = lim = lim T
r—too 2 — 1 r—+oo | — =

X

equivale a calcular

1
lim —— = lim % = (; asi y = 0 es una asintota horizontal.

fl(x) = %, el signo sélo depende del numerador asf 22 — 1 —

(x?+1)log(z) = (22+1) [1’2_1 —log(x)| = (2°4+1)g(x) ahora f'(x) depende

241
de los signos de g(x), notemos que g(z) es continua y derivable para z > 0,
luego

4z 1 —(22—-1)
()= o 2= T T 2, V>0
g (@) (x2+1)2 =z x(x2+1) — 7 o
luego g(x) es decreciente y g(1) =0, asi que g % luego estos son
los mismos signos de f’ asi [’ r e — y lim f(z) = = como
crece 1 decrece %1 2

habiamos visto antes.

" _ 222(a?43)logr—3x* 4222 +1 _ 22(x243) | 2logx 32834324+l :
f (:I;) - (1‘2—1)3 - (1‘2—1)2 T—1 502(:1,‘2+3) pOl" Cualqu1€l"

método de aproximacion, obtenemos como unico punto critico x = 2,115,
- b
ast f 2,115
f(2,115) = 0,4561.

en x = 2,115 hay un punto de inflexiéon que vale
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1 2.115

fioo= <2

Figura 9.20: f(z) = Zosz)

z2—1

¢) f(x) = evloglel = gloglal® — |g|* sigx > 0= f(z) =a"ysiz < 0= f(z) =

(

—$)

1)
2)
3)

)

xT

Dom f = (—00,0) U (0, 00)
f(z) >0,V € Dom f
No es simétrica.

lim, |z|* = 1, ver problema resuelto 9.1 - 4 - f) Asintotas oblicuas
x—0
.ot . (=) ) , .
lim — — 400, lim = 0asin = lim (—z)® = 0, para los
r—-+oo I T——00 €T T——00
xr — —o00, y = 0 es una asintota horizontal.

Siz > 0= f(zr) = 2%[logz +1]; fl(z) =0 logr+1=0%& 2 =
—

14 ° - e + 1 ) N '
e/ 0 decrece * crece ’ en z = 1 hay un mfn. f (1) = 0,6922. Si
r<0= f(z) = (—x)*[log(—z) + 1];

"(z) = __1p_* e — _ 1 .
f(=1) = 1,444,

Siz > 0= f"(z) = 2"[(logr + 1)* + 2] > 0 luego f es siempre céncava
hacia arriba.

s
r<0= f'(z) = (—:E)x[(log—x+1)2+%] =0 r=-1

—1
f(0)=1 ya que h’n}) f(z) =1, en este punto también hay una inflexién.

asi f” i — luego hay inflexién en 2 = —1, f(—1) = 1 si definimos

www.luiszegarra.cl



Luis Zegarra A.

Aplicaciones Derivaciéon 39

d) f(z) = az%el/*

Figura 9.21: f(x) = e*lodl]

1) Dom f = (—00,0) U (0, 00)

2) No tiene

raices, f(x) > 0Vx € Dom f

3) No es simétrica.

z z z
€

4) lm 2%e* = lim — = lim C ~ lm & — +o0; lim z2eY* =0,

z—0t

no hay asintotas oblicuas ya que lim xe

5 fl(@) =2V (z—1) = f

f(3)
6) f"(z) =

N =

z—+o00 22 2——400 22 z—400 2 z—0—
1/z
= 400

r—+o0

en r = % hay un minimo

Nl @

decrece crece

1/x . , . .
ex/z (22% — 2z + 1) > 0, luego siempre es céncava hacia arriba.

Ay
pa
o) =2 ¥ /
~].84
L
01 x

Figura 9.22: f(x) = x2e'/*
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e) f(x) = Arctgzr + fﬁr;wlz

1) Dom f = (—o0,00)

2) Para la obtencién de las raices graficamos las curvas Arctgx y 11_;‘32 en
sus intersecciones y por el método de Newton o cualquier otro, obtenemos

(figura 9.23): que en el intervalo (0,1) hay una raiz, que resulta ser: x =

. - ° +
0,4675, signos de f 01675
o 1-x 4y
) I+x2 s f(x)=Arctg x
N2 / ,,,,,,,,,,,,,
/R].Z(W
211 e Y B
04675~ | —
\-0.207

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B

2

Figura 9.23: y = Arctgr e y = 2=

3) No tiene simetrias.

4) Asintotas oblicuas.
Arct -1 -1
m = lim ( Tch%—:g ) =0=n= lim (Arctg:c+I )

g—+oo x T+ 23 z—+oo 1+ 22
cuando x — 400 = n = § y cuando x — —00 = n = —7; o sea las rectas
y = £7 son asintotas horizontales.

5) J'(2) = 2tk =
—1,785.

~

minimo en x = —1; f(—1
decrece —1 crece i ; f(=1)

1 o—3x2—4z+1 o . n__ hd + b
6) f"=2 (i7:2) buntos criticos 1,548, 0,215 = f 1548 — 0215 —

ambos son puntos de inflexién: f(—1,548) = —1,747; f(0,215) = —0,5385
finalmente el grafico pedido puede verse en la figura 9.24.
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Figura 9.24: Arctg x4 £

17. Graficar
(v —1)=2%(x+1)
Solucion.
1
Y= 4o T+
r—1

1) Domf=2>0& 2 <-1Va>1ast (—oo0,—1)U(1,00). Estudiaremos

el grafico solo para y > 0, es decir, y = x i—ﬂ, ya que por la dualidad de signo
es simétrica con el eje x.
. . - e o -+
2) f(z) =0« z =0 (punto aislado) y = = —1, signos f 3
3) Simétrica con el eje z.
4) h’rﬂl f(z) = 400 (y > 0); oblicuas
/ 1
m = lim Tl 1;
T—+00 r—1
y r+1 i r(Vr+1—+vr—1
n= lim (x —x ) = lim
T—00 x—1 T—+00 v —1
li 2 Ii 2 1
= lim = lim =1,
e—too \/r —1(Ve+ 14+ o —1) a—too 1—L41-1
asi, y = x 4+ 1 es una asintota oblicua y por simetria también y = —z — 1
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5) fl(x) = (xi)_ij% puntos criticos —1, 1_2*/5, 1+_2\/g; donde % lo descartamos

por no pertenecer al dominio, luego
, — T 7 — ° —+

1+
2

S

decrece —1 1 decrece crece

por simetria para el signo (-)

, + ° e} —+ ° —

crece —1 1 crece % decrece

6) f"(z) = (x—1)2($ﬁ)\/x2—1 puntos criticos —2, —1,1, luego
p + e = ° . , .
f ) 1 1 , por simetria para el signo (-)
" o 4+ © © - . .
(f ) 1 1 , punto de inflexién en x = —2 que vale f(—2) =

+ % = 1,154. Nétese por ultimo que las asintotas intersectan a la curva en el
punto x = —1.

Ay

=3.33

~-3.33

Figura 9.25: y?(x — 1) = 2?(x + 1)
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18. La derivada f’(x) de cierta funcién continua tiene el siguiente gréfico en [a, b].

76

a X X2 X3 Xy

Figura 9.26: f'(x)

Ademas f(a) = 0. Bosquejar el grafico de f(z) en [a,b]. Indicando los méx. y
min. relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos de inflexién y las
direcciones de la concavidad.

Solucioén.

+ ° + ° — o) +
a crece xo crece x4 decrece xy crece

Del gréfico f’ 2 1

luego tenemos indicados los intervalos de crecimiento y decrecimiento, ademas en x4
hay un méximo y como f(z) es continua en z5 hay un minimo. En x5 hay un punto
de inflexién ya que f’ no cambia su signo y f’(x2) = 0, también podemos obtener:

4+ e — e + e — o —
a — T4 —~ Ty — X3 —~ x5 —~ b

f//
puntos de inflexion en: x1, x5 y x3.

Finalmente el grafico resulta:
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/

a x; X X3 Xy Xg b

Figura 9.27: f(x)

19. Mismo enunciado que problema 18., con f(a) = f(b) =1

Figura 9.28: f'(x)

Solucion.

Del gréfico

+ ° — ° + o — ° — o — ° +
a crece xp dec. w3 crece x4 dec. x7 dec. xg dec. g crece b

f/

Hay un maximo relativo en: x; y x4, minimos relativos en : x3 y g, también obten-
emos:

— e 4+ e — e 4+ e — e +
a —~ Ty — Ty —~ Tg — Ty —~ X3 — b

f//

Hay puntos de inflexién en: x5, x5, xg, v7 v xg luego el grafico de f resulta:
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a X Xy X3 Xy X5% % XSyb

Figura 9.29: f(x)

20. a) Determinar los méximos y minimos de f(x) = 23 + 3px + q.

b) Discutir la naturaleza de las raices de la ecuacién x3 + 3px + ¢ = 0.

c¢) Hallar un punto en la altura de un tridangulo isésceles de modo que la suma de
las distancias del punto a los vértices sea minima.

Solucion.

a) fl(x) =322+ 3p=0= 22 +p=0;si p>0, f(x) siempre es creciente, si
+ . - o 4
h iX. = —/—
p<0= crece —y/—p decrece /—p crece a4y un max. en ¥ p
y un min. en x = y/—p.

b) 23+ 3pr+q=0;si¢g#0yp>0hay una sola raiz real y 2 complejas, ya que
f(x), es siempre creciente por a). Sig=0= z(22+3p) =02 =0V 2% =
—3psiqg=0, p<0= hay tres raices reales z = 0, z = —/=3p y = = v/=3p.
Sig=0,p>0= hay una raiz real y 2 complejas. Sig=0,p=0=2=10
una raiz real. Si ¢ # 0 y p < 0 = hay tres raices reales y distintas.

¢) 1) De inmediato

X

f—a —f— a —

Figura 9.30: Ejercicio 20 c
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F(z)=2Va®+22+h—x

Fl(z) = s —1=0&2=Ya

— 2a°
F' = (a2+x2)‘1\/m > 0, Vx,

luego esto asegura que para r = ‘[a la funcién F'(x) tiene un minimo,

siempre que 0 < ?a < h en caso contrario, como F' es decreciente ya que
% > h, el minimo se obtiene en x = h.

2) Slx>h:>F—x—h+2\/a2—i-x2:>F’—1—|—\/T > 0= Fes
decreciente luego hay un minimo en el extremo = = h  F(h) = 2v/a? + h2.

21. Halle la distancia minima del punto (a,0) a la curva y = /x.

Solucion.

Funcién a minimizar dada por : d(z) = /(v —a)2+ (v — 02 =/(z —a)2 +

cuyo dominio es [0, +00), como d'(z) = — 224 = 0=z =a— 1 Az > 0.

24/ (z—a)?+z

. sy . 1 . 1 . 1
El conjunto dg puntos Cl".ltICOS es {0,1a - 51 ?1 a> s, pero {01} sia < 5. Vamos a
ver que el minimo se obtiene en a — 3 sia > 5, Ven 0 si a < 3, en efecto:

a)

a >

N[

dz)>d(a—3) & (z—a)i+r>a-1

P —(a—1r+at—a+i>0822—2a—z+(a—1)">0

a<i:dz)>d0)e (z—a)?+z>ad
s -2ax+d+r>ddsr(r—2a+1)>0&1>20— 1.
Perox >0Aa < % =>r>2a—1luegox>0ANa< % = d(z) > d(0).
22. Halla la longitud de la escalera, de longitud maxima, que se puede pasar por la

esquina de un corredor cuyas dimensiones se indican en la figura, se supone que la
escalera se transporta paralela al suelo.

www.luiszegarra.cl



Luis Zegarra A. Aplicaciones Derivacién 47

23.

Solucion.

Figura 9.31: Ejercicio 22

La longitud de la escalera viene dada por: AB = a sec + bcosect, AB es maxima

cuando: d(dAGB) = asec tgh — beosect cotgh = 0 = asen3f = bcos® = tgl =

2/3 1 42/3 b/ a2/31p2/3 ,
{/b/a entonces AB = a\/aal /: + \/abl /: , por tanto AB es efectivamente un
maximo. Muéstrelo usted analiticamente.

Halle las dimensiones del cono recto circular de maximo volumen, que puede ser
inscrito en una esfera de radio a.

Solucién. Sea 7 el radio del cono, h la altura y v su volumen: r? + (h — a)? =

a* 2r+2 (h—a)Z :20 & %2: Ly como v = Zr?h = @ = I (y24h 4 opp) =
2 (r? L+ 2rh) = Zr 20220 v de r2 = ¢? — (h — a)? se obtiene:
dv  7rh(3a—h) 4
—=—>—"=0=h=06 =a.
dr a—h 3
La altura h = 0 obviamente da un minimo; cuando h = %a =r=4/a®>— % = %a.

4
3

solamente valores de h préoxima a %a tal que h > a. Entonces si r < 2—\3@& = h >

%a A % >0, sir > ¥ = h< %a A 2 < 0. Esto muestra que estas dimensiones

dr
dan el valor maximo.

Para verificar que r = %a A h = Za es un maximo o no, es necesario considerar
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24. Halle la altura y el radio de la base de un cono recto circular, de volumen minimo,

25.

26.

que circunscribe una esfera de radio r. ;Cudl es este volumen minimo?

Solucion. Sea z el radio de la base del cono e y la distancia del vértice del cono al

Figura 9.33: Ejercicio 24

centro de la esfera. Luego y+r es la altura del cono, de la figura AABC ~ AADE,
por tanto:

e _ ytr o _rlytn)
r /y2—7“2 /y2—7“2

r2(y+r)3 wr2(y+r)?
Como: V' = %7‘(1’2(y +r)= %7‘( y(2y_r2) = 3(§Jy—r))

;Y € (r,00)

Solamente los puntos estacionarios de V' (y) son puntos criticos. Puesto que V'(y) =
W =0« y=—rVy=3r; El Gnico punto critico en (r,00) es yo = 3r
luego yo + r = 4r. El radio minimo estd dado por zy = \/% = rv/2, puesto que

Z—Z<Osiy+7“<4r/\y+r>4r, asimezggr?{

Halle la relacion que existe entre la altura y el radio de la base de un cilindro recto
circular de volumen dado V, para que su superficie sea minima.

Solucion.

Sea r el radio de la base y h la altura = V = 7r?h = h = % Para cualquier
rS(r) =2mr? +2rh = 2rr? 4+ 2nr5 = 27mr? + 22 € (0, 400). Los tnicos puntos
criticos son los ceros de S', S'(r) = 4rr — 2% =0 & 4mr® =2V = rg = (%)1/3 es
el radio minimo si hy y ry son la altura y radio minimos y como V = 77} <ﬁ—8) =
ho _ V. _ V. _

o = w3 = v = %

Se quiere construir una caja de una hoja de papel cuadrangular de 12 cm. de lado,
cortando cuadrados en las esquinas y doblando los lados. Halle la longitud del lado
del cuadrado que se debe cortar para que el volumen sea maximo.
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27.

28.

Solucion. Sea x el niimero de cm. del lado del cuadrado que se debe cortar. V' el vol-

12-2x

Figura 9.34: Ejercicio 26

umen de la caja. Las dimensiones de la caja son x, (12—2z) y (12—2x) V(z) = z(12—
22)2. Siz=0=V =0 siz=06=V =0 esto muestra que = € [0,6]; V(z) =
144x — 482% + 42° = V/(z) = 144 — 96z + 122% = 12(x — 2)(z — 6); V/(z) existe
Vz, haciendo V'(z) =0 =2 =2 V 2 = 6. Como V(0) =0, V(6) =0 V(2) = 128,
entonces el maximo es 128 que se obtiene cuando la longitud del cuadrado que se
corta es de 2 cms.

Determinar el radio y la altura de un vaso cilindrico sin tapa, de manera que para
una capacidad ¢ dada, la cantidad de chapa necesaria para su construccion sea la
menor posible.

Solucion.

Sean z el radio e y la altura, entonces la capacidad es ¢ = mz%y y el drea de la
chapa es A = ma? + 2ray como y = =5 () A=ma? + 2 A =2m0 — % N A =
2m + %; A'=0=2* = fen (*) 2® = 2y, es decir, z = y. La cantidad de chapa es

minima, cuando el radio y la altura del vaso son iguales, ya que A” = 67 > 0.

Con un papel circular de radio r se quiere formar un filtro de capacidad maxima
después de quitar el sector AOB. Hallar la relaciéon que debe existir entre el radio
r del sector y la altura x de la superficie conica resultante, asi como el valor del
angulo « del sector.

Solucién. La capacidad (volumen),c del filtro es dada por:
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29.

2my

Figura 9.35: Papel circular Figura 9.36: Cono

c(z) = smy’x, como y* = r? — 2%,

d"(z) = 27z

c’(x)zOéxz%luego%:%.

En éste el valor de x que hace maxima la capacidad del filtro, ya que ¢’(x) es neg-

ativa para r = % Para el angulo « del sector se tiene:

2y + ra = 27r per0y2:r2—§:§r2¢>y:\/§r’

:>27r\/gr+roz:27rr<:>oz:27r(1—\/g) = 66°, 06.

La expresion del momento flector de una viga de [ mts., apoyada en sus dos extremos
y cargada uniformemente con p kgs. por unidad de longitud, esta dada por M, =

B(l —x); 0 <z <1 Calcule el momento flector maximo.

Solucioén.

1

Figura 9.37: Ejercicio 29
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30.

31.

M;:]—)(l—x)—]—)xzoéng
z

2 z
1" p p
=—=——-—==-p<0,
T R
asi el momento flector méximo corresponde al punto medio de la viga, dado por
pl?
Ml/2 = ?

Una ventana tiene la forma que se indica en la figura.; Cuél es la forma de la ventana,
para que entre el maximo de luz para un perimetro dado?

Solucioén.

Figura 9.38: Ventana

Sea x el ancho, y la altura, A el darea AP el perimetro luego,

2

A + m <x>2 . T

YT \3 R
P=x+2y+ %

.. dA )
como A debe ser maximo i 0, y como P es constante se obtiene e 0=
x x
1+ 2y + g —0 (1)
y+ay +5 =0 (2)
. , ™ y @ 1

de donde eliminando y’ entre (1) A (2), obtenemos: 1 += = 1 + g == 2y. Es

decir, el ancho del rectangulo debe ser el doble de la altura; como x =0V y =0
darian areas nulas x = 2y debe dar el area maxima.

Dos edificios estan a 150 y 100 mts., respectivamente, de los puntos mas cercanos
Ay B sobre una red eléctrica. AB es igual a 200 mts. Los dos edificios se van a
conectar a un mismo punto de la linea de transicién.;Cudl es la distancia de este
punto a A para que se emplee el minimo de alambre?
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32.

Solucion.

100

x S 200-x L

A P B

Figura 9.39: Ejercicio 31

Sea z la distancia del punto de conexién a A e y la longitud del alambre. Tomemos
50mts. como unidad.

T . r—4 _ 0
Ve +9 /(4 —z)2+4

y=vVa?+32+\/(d—a)2+22=y =

12
=1 = 12; 29 = R x1 = 12 es imposible x5 = % = x = 120mts. jPor qué es

minimo?

.Cual es el cono recto circular de volumen minimo que se puede circunscribir a un
hemisferio de radio a?

Solucion.
—r—
Figura 9.40: Ejercicio 32
. a a
Sea r el radio del cono y h su altura, como r = h =
cos sen 6

1, 1 Ta® i i
V = 37" h; V(0) = 3 oos20 song) OO elirilov(e) = 6_1)1}5:/2 V(#) = +oo se deben
considerar los valores de 6 en el intervalo (0,7/2). Es evidente que el cono tiene
volumen minimo cuando la funcién f(6) = senflcos*d alcance su valor méximo;

f'(0) = —2cos sen®0 + cos®0 = 2cos°0 (% — t929> =0

www.luiszegarra.cl



Luis Zegarra A. Aplicaciones Derivacién 53

33.

34.

1
= ) = arctgﬁ = 35° como f’ cambia de mas a menos al pasar por 6, f
tiene un maximo en fy. Entonces V' = () tiene un minimo local en 3. Como

cosly = 2 / \/g, senfy = 1/ V3, el méximo que se puede circunscribir en el hemis-
ferio tiene las siguientes dimensiones: r = av/3/v/2, h = V3a, V = @Wa?’, como el

volumen del hemisferio es 27a?, la relacién entre el volumen del cono y el hemisferio

3
es 37\/3 y 1.3.

Las ecuaciones del movimiento de un proyectil estan dadas por x = (vocosa)t, y =
(vosena)t — 16t, con vy la velocidad inicial, a el 4ngulo de elevacién del cafion, ¢ el
tiempo en segundos y x e y las coordenadas del proyectil.

Halle la altura méaxima que alcanza el proyectil y muestre que el mayor alcance se
obtiene cuando el angulo de elevacion es de 45°.

Solucion.
y
A
o >
Figura 9.41: Ejercicio 33
dx d d vg sen a — 32t
— = ygcosa A W _ v sen o — 32t = 8 _ DSNA T 2% Haciendo y =0=
dt dt dzx Uy COS (¢
vpsena 32 [
t = ;Y = ——5———— < 0, por lo tanto el valor critico corresponde a un
32 vg cos? a

maximo de valor

vsena . <U0 sen a>2 (vo sen a)?

y = (o, sena) = —o 32 T 6

que es la maxima altura alcanzada por el proyectil. Sea r el alcance. Es igual al valor

de z correspondiente al tiempo t # 0, para el cual y = 0 de y = (vosena)t — 16t* =

vgsena  v§ sen 2o
6 32

de donde haciendo 5—T =0 = 2a = 90° = a = 45°, es un valor critico, como
o

t = vpsena /16, por tanto el alcance esta dado por r = (vgcosa)

d*r vg sen 2a , " .
T3 = —— 5 ©s negativa para este valor critico = es un mdximo.
a

Se desea construir un recipiente que sea un cilindro recto circular para que contenga
1m? de aceite.;Cudles deben ser las dimensiones del recipiente para que se gaste un
minimo del material?
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35.

36.

Solucion.

El volumen y el drea lateral del cilindro son respectivamente V = mr?h y A =

27r2 4+ 2mrh. Como el volumen es constante e 0, luego:
av ,dh dh  2h dA dh
W—ﬂ'(r 5—1—27%) 0= d’r’ 7,%—27{'(27""7’%4‘}1)

=2r(2r—h)=0&2r=h=V =2m"=

1/3 1/3
r= (22) /\h:2r:2<21) Ccomo
T T

d2A 2h v\ »
— =2m |2+ — | >0, entonces parar = | — hay un minimo.
dr? 2m

Un alambre de longitud L se corta en dos partes, una se dobla para que forme un
circulo y la otra para que forme un cuadrado.; Como se debe cortar el alambre para
que la suma de las areas encerradas por las dos partes sea maxima?

Solucioén.

La suma de las dreas combinadas es: A = 7r® + 2% ademds L = 27r + 4z, luego:

dA—27rT—i—2:c0dl— 0<2mr <L
r

dr
dL d dL d
= :27T—|—4d—f L = cte = o =0= d_i = —g, luego : o = 7(2r — z), ademas
d’A s , . .
e s (2 + 5) > (. Entonces la curva que representa a A es céncava hacia arri-
dA dA
ba. — =0« 2r = x luego L = 27r+8r = 2r(r+4) = — = 0 cuando z =
dr , dr T+ 4
d=A
como — > 0, da un minimo para A (no sirve). Como r estd limitado
dz? T+ 8
al intervalo 0 < r < o examinemos los valores de r en los extremos del intervalo.
0
L L? L L?
Cuandor =0=2x=—, A= —;cuandor = —, v =0, A = —. En el minimo
4 16 27 47
L L L?

— 1
B M’x: T A= I+ 16 luego el méximo de A estd en r = 5 1o

cual quiere decir que el alambre no se debe cortar, sino que todo debe ser doblado
en un circulo de area total méxima. Si se adopta desde el punto de vista de que el

alambre debe ser cortado no existe respuesta.

Dos rectas paralelas se cortan por un recta AB. Desde el punto C se traza una recta
que corta a AB.;Como se debe elegir esta recta para que la suma de las areas de
los triangulos AC'P y QP B sea minima?
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37.

38.

Solucion.

Figura 9.42: Ejercicio 36

Supongamos que las longitudes de AC'y AB son a y b respectivamente. Sean z e y las

h—
longitudes de AP y @QB. Por semejanza de triangulos: ¢ 2 AN Yy = u,
x —x x

siendo « el dngulo en A, la suma de las areas €815 0T Sen o + §(b — x)ysen « reem-

T2
plazando el valor de y se obtiene la funcién: f(x) = = + (Gt

X
b—z\? b—2z b2 V2
)

, la cual se quiere

=2—-——=0= 2= —0by como

minimizar f'(z) = 1 — 5 5 5
T T

x
f"(x) > 0 el cual de el drea minima.

Se desea construir una caja rectangular de base cuadrada y de volumen fijo. El costo
del material empleado en la base y la parte superior vale a centavos por em? y el de
las partes laterales cuesta b centavos el ecm?.;Cudles deben ser las dimensiones del
prisma para que el costo total sea minimo?

Solucién.Sea y = altura, = lado de la base. El volumen esté dado por V = 2%y,

el costo de la base y la cara superior es 2az?, el de los 4 lados 4bzy. El costo total
40V dC 40V

C esta dado por: C = 2az? + 4bxy = 2ax® + —, e dar — — =0=2 =
AN 2 8bV N )
— , como — = 4a + —— > 0 el valor critico corresponde a un minimo
a dx? x3
A%
luego y = % <—) , obsérvese que y/x = a/b.
a

Dos carreteras se cruzan en angulo recto. El automévil A estd situado en P a r kms.
de la interseccién sobre una de las carreteras; el automévil B estd situado en () sobre
la otra carretera a 5 K'ms de la interseccion, a una velocidad de v; y vy kms. por
hora. Después de haber partido. ;Cual es la distancia minima que los separa?

Solucién. Sea z la distancia que los separa en un tiempo t 22 +7? = 22, el automévil

A, en un tiempo ¢ ha recorrido r—x A B, s—y, por tanto: (s—y)/vy = (r—zx)/vs = t,
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39.

Figura 9.43: Ejercicio 38

de donde obtenemos:

2 2
s — — d 5 — —
I2+[U2 v (r — ) }222:> (Z):2x+2{v2 vi(r x)}ﬂzo
Vg dz () U2
v (v1r — vgs
:>xv§+vlvgs—vfr+vfr+vfx:0:>x:%,
vy + U3

d?(z? 202 Vg(V9s — V171
ahora: L =2+ —21 > (0 también obtenemos: y = %, luego t =

dx? U3 vy + V3

s—y r—x U9 + SU1 . .
= = — 5—- Es interesante observar que los signos de x e y son en
U1 Vg vy + U1
general opuestos; por tanto, la interseccion es alcanzada por uno de los automéviles
antes que se obtenga la distancia minima. El caso excepcional se presenta cuando
vmr — vas = 0, pues los dos automoviles llegan a la interseccion simultaneamente,

por tanto, la distancia minima es cero.

Sea un nicho formado por una superficie semicilindrica recta circular y un cuarto de

superficie esférica de radio igual al de la superficie cilindrica. Determinar el volumen

2
i . . ) Ta
maximo del nicho sabiendo que su superficie es 5

Solucioén.

-

Figura 9.44: Ejercicio 39
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40.

Sea x el radio del cilindro e y su altura, el volumen del nicho es:
1 1
v = §Wx2y + §7T$3 (1),

el area de la superficie del nicho esta dada por:

1
S =mxy + §x27r + 7,

1 1
y como segun el problema S = §7m2 puede escribirse Ty + 5%1'2 +mz? = §7ra2 =

2 _ 3 2
Yy = %7 en (1)
5!
V= %(3@% —52°) = V' = %(3@2 —152%); V' = —%;
haciendo V! = 0 = z = i, para este valor de z, V" < 0, luego él corresponde,

V5
5 3
al maximo de la funcion V', luego V0 = %, ahora encontrando el valor de y,

a
tenemos y = — luego z = y.

V5

Se dobla una pagina de manera que la esquina derecha inferior llegue a coincidir con
el lado izquierdo de la misma. Si la anchura de la pagina es [(= 15,24cms.). Hallar
la longitud minima del pliegue.;Cudl es el angulo que forma este pliegue minimo
con el lado derecho de la pagina? Se supone la pagina suficientemente larga para
evitar que el pliegue alcance la cabecera de ésta.

Solucion.

Figura 9.45: Ejercicio 40
r+y=1

y =zcos20, x+ xcos20 =1
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[

= xr = ——— pero z = xcosecl asi la funcion a minimizar resulta:
14 cos 20
l 0 lcosec O
= ——cosec) = ———
14 cos 26 2c082 6

, £0052 0(—cosect cotg ) — 2cos O(—sen O)cosect
°T2 cos* -

1 1
de donde se llega a : tg* 6 = 3 & tgh = — & 0 = Arctg —, para asegurar el

V2 V2

minimo:
T /. : s )
Arctg —— Z' ; y la longitud minima resulta:
V2

lcosec(

Arctg
\/_) = 19,797cms.
~ 2cos? (Arctg f)

41. Una barra AB, articulada a una pared en su extremo A, debe soportar, en posicién
horizontal, un peso de 10kgs. colgado a una distancia de 3m. de la articulacion. Para
ello se aplicard en el extremo B una fuerza vertical, hacia arriba, de magnitud F'.
Determinar la longitud que debe tener la barra para que F' sea minima.

a) Si la barra pesa 5kgs/m.

b) Sila barra pesa Tkgs/m. Calcular el minimo valor de F' en cada caso.

Solucioén.

L o
y jC‘ | .
Figura 9.46: Ejercicio 41

a) La barra pesa 5kgs/m, equilibrio de fuerzas nos indica: F(I+3) = 10-3+43(1+
3% 1>0=

F:%+ 5(1+43) = ffii;’:(ljr{’:g(;2+§—0<:>l::|:\/_2—3solosirve

[ =+12 -3 = F = 17,32kgs., nétese que d12 (l+3)3 > 0, luego asegura la
existencia de un minimo.
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b) Para?kgs/mF:ﬁr—Og+%(l+3)(:>F’:—(li’g)z +Il=0el==+/%-3
ambos valores negativos, luego como [ > 0y
+ ° — ° +

F'|F" es creciente en [0, 00) el valor minimo para

—5,92 —0,072
F' se produce, en [ = 0 y vale F'(0) = 20,50kg.

42. Para S = (34 )[4 + (3 — 2)?]'/2, encontrar el valor maximo alcanzado por S y el
valor minimo de S cuando 0 < z < 3.

Solucion.

log(S) = log(3 + z) + 3 log[4 + (3 — z)?]

s 1 3—a _ 211/2 222 —6a+4
Ttz toar =9 =06+2)4+ B —a)] / {WM}

S’:[4+(3—x)2]1/2(igf(§,6_“’;§;*) =0=22—6r+4=0=>2=12=2

+ o — o |
0 crece 1 decrece 2 crece 3

S’ puntos criticos a considerar: 0, 1, 2, y 3; de

inmediato en z = 1 hay un méaximo relativo cuyo valor es S(1) = 8v/2 = 11,31 y
en r = 2 hay un minimo relativo que vale S(2) = 5v/5 = 11,18 y para los extremos
del intervalo S(0) = 3v/13 = 10,81 y S(3) = 12, con lo que el maximo absoluto se
produce para x = 3 y el minimo absoluto para x = 0.

43. Un tronco de arbol tiene la forma de un cono truncado de alto 30 mts. y didmetro de
las bases 4 y 3 metros, respectivamente. Un poste de seccién transversal cuadrada se
corta del tronco. ;Cudl debe ser el largo del poste para tener un volumen maximo?.

Solucioén.

A

Figura 9.47: Ejercicio 43

De la figura % = jg—;% =y =120 — 60z.
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44.

El volumen es: V = 22%y = 222(120 — 60x) = 120(22% — 2?)

VI = 1204r —32*) = 0 2 =0V o = % > 1,33, luego como estos pun-
+ e -
!

3

tos criticos no pertenecen a [1,5,2], ademds crece 1,5 2 V' como V
decrece

es decreciente en [1,5,2] en maximo se produce cuando x = 1,bm e y = 30m.

Vinae = 2(15)230 = 135m3.

De un tronco redondo de didmetro ”d”hay que cortar una viga de seccién rectangu-
lar. ;Qué anchura = y que altura y debera tener esta seccién para que la viga tenga
una resistencia maxima posible?

a) a la comprension.

b) ala flexion (se sabe que la resistencia a la comprensién es proporcional al drea
de la seccion , mientras que la resistencia a la flexion lo es al producto del
ancho por el cuadrado de su altura).

Solucion.

Figura 9.48: Ejercicio 44

a) 22 +y* =d* c=ary « constante de proporcionalidad.

c=arvVd?2—22,0<xz<d

0<y<d.
/I d2—222 _d
c —am—0:>x—ﬁ
+ b B 12 d s . . . d
c luego en x = 7 hay un maximo, esto implica y = ok
V2

b) F = kxy?, k constante de proporcionalidad
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45.

46.

F=kx(d*>—2*) & F =k(d>-32*)=0= 1z = % ast: %’—_F’ luego
V3

- _d _ /2
max1moen:v—\/§:>y—\/;d

Se necesita disenar un cajon sin tapa de fondo cuadrado y de capacidad V', cuyo
fondo se hard de un material ”m”veces mas caro que el que se empleara en las
paredes laterales (m > 1), a un costo minimo.

a) Determinar los valores de m, para los cuales el cajon resulte més alto que
ancho.

b) Determinar las dimensiones del cajén si V = 12dm? y m = 3.

Solucion.

V=x?y=y= w—VQ; funcién de costo dado por ¢ = mka? +4kwy; k costo de paredes

laterales asi ¢ = mka? + 4kY < ¢ =2mhks — 2. = 0o = 2L = y =V 22,
T T m 4V

ahoraparay>x<:>v3% > /2% de donde m® > 8 = m > 2; ademés
m

"(z) = 2mk + 125¥ > 0 lo que asegura un costo minimo.

b) Por a) se tiene x = {/22 = 2dm = y = 3dm.

Un espejo rectangular se rompe segun se indica en la figura. Determinar el espejo
rectangular de drea maxima que se puede obtener del trozo mayor si:

a) A =80cm. B = 90cms.
b) A= 80cms. B =112cms

Solucion.

Figura 9.49: Ejercicio 46
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Notemos previamente que:
0<z<10; 0<y <12

L+l =1lay=210-2)

Fz)=(A—2)(B—y)=AB— Ay — Bx +xy

F(z) = AB — $A(10 — 2) — Bz + x¢(10 — 2)

F'(z) =2A-B+12— 22 =0

Sr=5-2B+1A (1)

a) A =80cms, B =90cms. en (1) = = = 7,5cms. y = 3cms. y como F'(x) =
—% < 0, seguramos un maximo, tal que F(7,5) = 6307,5cms>

b) A=80cms., B=112cms en (1) = z = —3 & [0,10], luego como F' es decre-

ciente en [0,10], hay un méaximo en x = 0 es decir F/(0) = 8000cms? (ndtese
que f(10) = 7840cms?)

47. Una fabrica F', estda a una distancia "a”de una linea ferrea que pasa por la ciudad
C. La distancia C'A es [, se necesita unir F' a la linea ferrea mediante una carretera
recta F'P. jCudl debe ser la ubicacion de P, para que el costo total de los fletes de
F a C sea minimo. Si el costo de flete por carretera es m veces mayor que por tren
(m>1).

Solucion.

Figura 9.50: Ejercicio 47

Sea x la distancia AP, 0 < x <, y sean los gastos de transporte en ferrocarril (en
Tn. - Km) k, entonces los gastos de transporte en carretera seran km, asi la funcién
de costo sera:

Cz)=k(l—2)+ kmva?+ 22 C'(x) = -k + \/% =0=1=—4=;
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48.

— ) _'_

= , asegura un costo minimo siempre que: 0 < \/% < [. Si no se
vVm2-1

cumple la desigualdad indicada, como C(x) decrece de 0 a [, el minimo se obtiene

para x = I, C(l) = kmva? + (2.

Un pasillo de ancho ”a”dobla en angulo recto. Determinar el menor valor de ”a” que

permite que un ropero de 80cm de ancho por 2m. de largo pueda pasar por dicho
recodo.

Solucion.

o
3
[— Q —P

Figura 9.51: Ejercicio 48

De la figura tenemos:

0,8 sena + zcosa = a (1)

(2 — z)sena + 0,8 cosa = « (2)

reemplazando el valor de z de (1) , en (2)

(a — 0,8 sena)

2sena — sena + 0,8 cosa = a
cosx
. __ sen2a+0,8
de donde: a = 2=
da __ 2cos2a(sena+cosa)—(cosa—sena)(sen2a+0,8)

da (sena+cosa)?

= 0 = 2(cos’a—sen?a)—0,8(cosa—sena) = (cosa—sena)(2+2sena cosa—0,8) = 0

- !

de aqui cosa = sena & a = 7 V sen2a = —1,2 (no da solucién) a

PRI

luego a = 7 hay un maximo cuyo valor es a (%) = 1,27 mts.
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Nétese que la funcion tiene un maximo para o = 7§, pero justamente este es el mayor
(minimo) valor de a que permite pasar el ropero.

49. En cierta compania de bomberos hay una torre de planta cuadrada que mide (interiormente)a
por amts.

a) Determinar la méxima longitud que pueda tener una escalera para que pueda
guardarse en la torre, sabiendo que la puerta tiene hmts. de altura.

b) Determinar también la minima altura que pueda tener la puerta para que se
pueda guardar una escalera de longitud I.

Solucion.

Figura 9.52: Ejercicio 49

lcosd =a+ DA (1)

De (1) y (2) obtenemos

I a h
"~ cosf  senf

ﬂ B asent B hcosf B
dd  cos?0  sen2

= asen®0 = hcos®) = tgh = i/g
a
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jporqué, aseguramos que en f = Arctg</§ hay un maximo [? de donde:

@B R halE 1 12
W )
b) De (3) 0 = 2oq0 4 senbi—fcosh i p/(0) =0

sen20

(a2/3 + h2/3)3/2

5

0 = a2 — 29 joyal a la ec. (4) asf: %% = a?3 + h*? de donde h =

T Tcos?0 ‘
(I1/3 — @?/%)3/2 altura minima de la puerta.

50. Cuantas soluciones reales tiene la ecuacién:

T = qsenx + a, con O0<g<1

Solucioén.

Sea f(x) = © —qsenz —a & f'(r) = 1 — gecosx pero —1 < qcosx < 1 luego
f'(z) > 0 < f(x) es estrictamente creciente y corta el eje x a lo mas en un punto,
por lo tanto existe a lo mas una raiz.

Como f(km)=kr—a N fllk+Dn]=(k+1)mr—a, ke Zsikn <a<(k+1)m
entonces f(kr) <0 A f(k+ 1)m > 0 luego existe una raiz entre km y (k + 1)7.

51. Estudiar las curvas definidas paramétricamente y graficarlas:

)z 3t 3t?
CI/ = — pr—
1+ YT 14
t? 3 1
b — 2t . — _t2 _t3
) T Y=gt g
Solucion.
_ 3t 3t
a) =13 Y= 17

1) z(t) e y(t) estdn definidas para todo ¢t # —1

o — e -+ . — o0

-1 o © —1
:t < —1 = la funcién se encuentra en el IV cuadrante para —1 <t < 0 =
funcién en el II cuadrante y para t > 0 =1 cuadrante.

2) x=0ey=0<t=0signos y asi, para
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3t
lim = lim oo™
1 t——1- 1+ 3
Ii Ii 3t° -
im y= lim — 00
t——1— y t——1- 1 + t3
lim * — 00"y lim y=o00

t——11

t——1—

+

y también que si t — oo™ = x — 0 e y — 0 asintotas oblicuas m = lim Y

z—ootT I
i (yta) = I 3t +3t 6t+3 _ |
n= :c—lég:l: Y )= :(:—1>g;>l:|: 1+ t3 o x—l}iloo 3t2 N
luego y = —x — 1 es una asintota de las dos ramas de la curva
% = ?Etl(i;t)?; fcll_f = 3((11;?;), de aqui obtenemos para t los siguientes puntos
criticos: t = —1;t = 0;t = %\/ﬁ y t = v/2, ademds j—g = t§2__2t:3) con lo que
confeccionamos la siguiente tabla
t x Yy signo % crece o decrece
—co<t<—-1] 0<zxz<oot | o <y<O0 - decrece
—-1<t<0 —co<zr<0 | 0<y<oot - decrece
O<t<3i\/i 0<z< /4 0<y<v2 + crece
%<t<\7§ V2<az< VA V2<y< 4 - decrece
V2<t<oo | O0<z<v2 | 0<y< /4 + crece

Notese que :

dy
dr ) t=0

r=0y=0

coincide), también,

I
o
Il

dy
dx

la tangente a la curva en estos puntos, es tangente al eje z (en el primer caso

R

z =2y =14
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dy I
dx t:%ﬁ - \dz ) t=

a su vez estas tangentes, son paralelas al eje y.

b) xz?t—%; Y

342 _ 143
32 _ Ly
1) z(t) e y(t) estdn definida para todo t real.

2) 2=0t=0t=6ey=0t=0;t=6

t—>+o00=2r——-00 € y— —00

ademas:
t——-—o0=2r——-00 € y— +00
.Y .3 . :
3) lim == lim =t — 400 luego no hay asintotas, oblicuas.
rz—oo~ U T—00~

4) 2/(t) =2 —2t; y/(t) = 2t (1 — %) de donde obtenemos; t = 0; t = 3; ¢ = 4,

como puntos criticos, ademas:

t(1-1¢

~—

dy _ 3 Py _ 2-6t+12 _ _ ; .
& = 1010 Y = W =0 <t =3 (para la concavidad) luego:

t x Y signo f’ | crec. o decrec. | concavidad
—00<t<0 | —c0o>z<0| O<y<oo - decrece —
0<t<3 0<z<3 0<y<Z + crece -
3<t<4 §<x<3 %<y<4 - decrece —~
4<t<oo —oo<a:<§ —oco <y <4 + crece ~

Notemos que: (d—y) =0= (d—y)
“N\dz/ t =0 dz/) t =4
r=0;y=0 xz%;yzél
dy _
(22) t =3 =
Ca 2T
T &y—%

9.7. Problemas Propuestos

1. Demostrar las siguientes desigualdades
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z3 z3
a):c—§<Arctgm<m—€ para 0<x <1
e
b)x—€<sen:c<x para x >0
3 T
c) tgx>x—§ para 0<x<§

d) e >1+zx para todo x

e) e° > ex para x > 1

1
2. a) Siz>0,sea f(r) =2 —1—log(x),g(x) = logx — 1+ — estudiar los signos de
T

1

f'y ¢ para demostrar 1 — — < logr < x — 1, x # 1. Cuando x = 1 se cumple
x

la igualdad.

1
b) Trazar los gréficos de hy(x) =x — 1y hy(x) =1 — — para x > 0, e interpretar
T

geométricamente las desigualdades de la parte a).

3.5a>1, x>0, y>0yx+y=1, demostrar que:

1\ 1\ 5
r+— | Fly+t-| =57
T Y 2¢

7T
4. Demostrar que tg(senz) > sen(tgx) para 0 < z < 3

Indicacién: Haga ver que f(z) = tg(senx) — sen(tgz) > 0

5. Demostrar para todo n entero positivo, que

(1+%)n<ex<<1—%)_n (x > 0)

Indicacién: Usar la desigualdad del problema resuelto 9.2, 3 a).

6. Demostrar que:
d AN x
——-x1——)]<_ >0
dx [ ¢ ( n (v )
y por integraciéon deduzca

1_€_x<1_£>n<x_é ex—<1+£)n<x—ex
n

Indicacién: Usar la desigualdad del problema anterior.
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7. a) Demostrar que las funciones f(z) = xlogx y g(r) = x® son estrictamente
concavas hacia arriba en (0, c0)

b) Si x,y,a,b son positivos, demostrar que:

zlog <g> + ylog (%) > (x4 y)log (Z—j:zb/)

x
y que la igualdad se verifica para — = 7
a

8. Demostrar que:

a) 2x Arctg~'z > log(1 + x?)

Arctgx
1+ (z>0)

b) log(l+x) >
9. Determinar los intervalos de monotonia de las funciones siguientes:

a) f(x)=a%=3x+5 b) f(z) =€* + bz

2z
= log(1 — x? d =
) f@) =log(l =) ) fl@)= ;-
e) f(z) = 1f$2 £)f(z) = 2senz + cos2x
Respuesta.
+ . — o
a) crece —1 decrece 1 -crece
b) siempre creciente.
) e} -+ ° —
¢ —1 crece 0 decrece 1
o — o — e -+
d) 0 1 e
decrece crece
) — ° + ° —
¢ decrece —1 crece 1 decrece
+ — + ° — ° +

f)

51 3T

0 crece decrece crece a decrece -5 crece 2w

=N )

[ ]
3
f periédica, de periodo 2.
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10. Para que valores de a la funcién f(x) = senx + ax + b es decreciente en todo el eje
real.

Respuesta.

a>1

11. Hallar los maximos y minimos de las funciones:

4x 25 2

W f(0) = e b) (@) = —a /=)
O f@) = wlog(a) ) f() = T
2% —2x —2 x—1
e)f(x):m )f(x):m

g) fx) = e ™/ h) f(z) =2v2—u
Respuesta.
a) miimo f(—2) = —1, méximo f(2) =1
b) méximo f(0) = 0, minimo f (3) = —1,78
¢) méximo f(e~2) = 4 minimo f(1) =0
d) méximo f(0) =1
e) maximo f(—2) = 2, minimo f(0) = —2
f) minimo f(1 —v/2) = —1,32, maximo f(1 +v/2) = —0,108

1/2

g) méximo f(1) = e /2, minimo f(—1) = —e~!/2

h) maximo f (3) = 1,09

12. Hallar los valores maximo y minimo absoluto de las funciones siguientes en los
intervalos indicados.

a) f(z) =2+ /x en [0,4]
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DO

b) f(x) = Arccosx? en [—\/_ \/51

22
¢) f(x) = 2log(x) en (%, 63:|

d) f(x) = Arctgx — %logx en {%,
e) f(x)=2senx + sen2x en {0, gw}

]

4

DN | Ot

f) flx)=2—-27Tx+10 en {

g) f(x)=+v4—2a2en[-2,2]

Respuesta.

a) Méximo absoluto f(4) = 6 y el minimo absoluto f(0) =0
b) Méximo absoluto f(0) = § y minimo absoluto f (iT) =z
6 no hay minimo absoluto.

>~ (0,798 y minimo absoluto f(v/3) = 0,772

d) Méximo absoluto f (%

e) Maximo absoluto f (%) 3\/7 3 y minimo absoluto f (37“) = -2

)

)

¢) Méximo absoluto f(e?)
)

)
f) Miéximo absoluto f(6) = 64 y minimo absoluto f(3) = —44

13. Hallar los extremos absolutos y relativos de
( —z +2 si —4<x<0
1 si z=0

3 — 922 + 24x si O0<x<5h

25 —x si h<ar <12

Respuesta.

Maéximo absoluto f(2) = f(5) = 20, minimo absoluto no tiene .

Méximo relativo f(—4), f(2), f(5), minimo relativo f(4) y f(12)

ar +b

14. Demostrar que la funcién f(z) = no tiene valores extremos para ad # bc.

cx +
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15. Dada la funcién:

demostrar que f tiene un minimo en x = 0, pero no es monotona ni a la izquierda
ni a la derecha de x = 0.

16. Demostrar que la funcion:

flz)y=<5 7
32 si <0

tiene un minimo en el x = 0, aunque su primera derivada no cambie de signo al
pasar por este punto.

17.  a) Demostrar que la funcién f(x) = x + cosz — a es creciente.
b) Deducir que la ecuacién = + cosx = a no tiene raices positivas para a < 1y

tiene una raiz positiva para a > 1.

18. Demostrar que la funcién f(z) = 2"+ pr+ ¢ no puede tener més de dos raices reales
para n par y mas de tres para n impar.

19. Resolver las ecuaciones (por el método de Newton o cualquier otro método de aprox-
imacion) con tres cifras decimales correctas.

a) 1 —xlogz =0 b) x> =5z +1=0

¢) (x —1)* —2senz =0 d)L:2
(1—=xz)?

Respuesta.

a) T 1,7632 b) & —2.330; 0,202; 2,128

c) = 0,270; 2,2485 d) 0,2135

20. Hallar las concavidades y los puntos de inflexién de las curvas:
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T

=i b) f(z) = 27 og*x (z > 0)

a) f(z)
o)f(@)=2—22 =1 d) f(x) =2 - /(x—3)

e)f(z) =log(1+ z?) f)f(x) = x + senx

Respuesta.
a) — _:/5 i ; — \;§ + puntos de inflexién en 0, +v/3
py -~ ° tos de inflexién en 1,47, 13,71
) — 147~ B puntos de inflexién en 1,47, 13,

—O—'—O—
)1 — 1

no hay puntos de inflexién.

; i punto de inflexién en z = 3.
— [}

) i
©) 1 — 1

puntos de inflexién en x = +1

f) Para 2km < o < (2k + 1)m la concavidad es hacia abajo, para (2k+ 1)7 < x <
(2k + 2)m la concavidad es hacia arriba, x = k7 son puntos de inflexién k € Z.

21. Demostrar que los puntos de inflexiéon de la curva y = xsenx estan sobre la curva
Y2 (4 + 2?) = 422

22. Para que valor de p la curva de probabilidades

tiene puntos de inflexién x = +o 7
Respuesta.
H= 75

1
23. Sea f"(x) > 0 para todo a < z < b demostrar que: f <I1 —5932) < §[f(x1) + f(z2)]

para cualquier x1, z3 € [a, b

24. Demostrar las siguientes desigualdades:
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2m ) T
a) —<senx<x810<x<§
x

1 T 1 z+1
b) <1+—) <e<<1+—)
x x

¢) (z*+y)Ve > (2P 4+ 9P 2>0,y>00<a<p.

25. Estudiar las curvas y construir su grafica:

2 — 22
=% —322+4 by =—"—
a)y =1z° — 322 + )y ot
2 —1
= d)y=(x—-3
W= a6 Jy=(z—3)Vz
_ =2 — 52 _ 3. /2
ey = —— f) y =5va? —z°Vz
241
a2 log|x|
gly=1-e h)y = NG
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m)y = z'/*

0) y = senz + cos’x

COST

Wy = coS2x

s)y=(1+x)4/*

1 — 2

1) Yy = ATC COSW

p)y = sen’z + cos'x

)y = ¢/ —
4= 1—=z

v2a? l—a 2z+1

u) y = Arcsen PR s B v)y:2Arctgl_|_a7 e

— 2, . T
W e W= e
v)y = x*logx z)y = xsenlog(z)
a) y = zel/” B)y=mzel/e

logx o] 2

=r+— 0y =

MY x Jy z+1
Respuesta.

a) raices r = —1, x = 2;minimo f(2) = 0, maximo f(0) = 4; inflexién f(1) = 2

maximo = f(2,38) =
r=2x=3ey=1

¢) raflz x = 2 minimo f(—3) =
£(0,42) = —1,46, asintotas y = —1 para x — —o0,y = 1 para © — +00.

g) raiz x = 0, minimo f(0) = 0. Inflexiones f (:ti)

i) raiz x = 0, discontinuidad x = —3; méximo f(—9) =

—+/5. Inflexiones = f(—1,18) =

_ 1
i) = 1—

asintotas: y = %x — % paraxr — ooy x = —3

—2,06;

NG asintota y =1
—9. Inflexién f(0) =0

c) raices x = =+1; discontinuidades = 2,z = 3 minimo = f(0,42) = —0,2.

—19,80. Inflexién para = f(—0,58) = —0,07, asintotas

[a¥)

k) raiz x = 0, discontinuidad = = 1; méximo f(0) = 0, minimo f(2) = 4; no hay
inflexiones. Asintotas y =x + 1 parax — ooy x =1

m) Dom f(z) > Ogclilr(r)l+ f(x) = 0 maximo f(e) = e'/¢ Asintota: y = 1

0) Periodo 27 luego para 0 < z < 27 raices = 1,217; 1,797; minimos f (g) =
3

1, £ (3%) = —1; méximo f () = £ (35) = 3; inflexdones = £(0,32r) = 1,1

£(0,687); £(1,20m) = 0,055 = f(1,807)
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q)

Periodo 27 luego para —m < x < m. Simetria respecto eje y. Raices v = £7;
minimo f(0) = 1,mdximo f(£m) = —1. Inflexiones f(+%) = 0. Asintotas
r==%%, r= :t?jf

Dom f:x > —1,x # 0; f(x) > 0 discontinuidad evitable en x = 0. No hay
puntos de extremos; siempre decreciente. Concavidad hacia arriba. Asintotas:z =
—ley=1.

Funcién para Domf = (—o0,00) y continua raiz + = 0. Méaximo f(+v/2) =
1,57. No tiene inflexiones, siempre céncava hacia arriba f”(z) > 0, asintotas
y=1

Domf = (—o00,00), raiz x = 0, f(z) > 0; maximo f(—2) = 0,54, minimo
£(0) = 0. Inflexiones f(—2 —v/2) 20,38, f(—2+v/2) = 0,19. Asintota y = 0
para r — —00.

~1/2 o

Dom f = (0,00) 11'1%1+ f(x) = 0; raiz x = 1, minimo f(e —0,18 siempre

céncava hacia arriba. No tiene asintotas.

Dom f = (0,00), raiz x 2 0,655. Siempre creciente. Inflexién f(e%? = 4,816.
Asintota y = x para x — +00. En x = 1 la curva corta a su asintota.

26. Sabiendo que f(1) = f(3) = f(—=2) =0y que f’(z) tiene el siguiente grafico:

Bosquejar el grafico de la funcién, senalando: maximos y minimos relativos, inter-
valos de crecimiento y decrecimiento, sentido de la concavidad y puntos de inflexion.

27. Dado el grafico de y = f(z) en el intervalo [0, a]. Hallar la forma del grafico de la
antiderivada

/0 " Fdt

28. Estudiar las curvas dadas en forma paramétrica.

2 1

_ 2 . 3 _ _
¢ 1 5
e Alra d) x = 2sen2t, y = cos’t

e)r=t+el, y=2t+e? f)z= a4 y=atg’t (a > 0)

cos3t’

1
g) x =tlog(t), y = ;log(t)

Respuesta.
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a) Puntos de interseccién con los ejes coordenados parat =0, t = £v/3 y t = 2
Tmaz = 1 € Ymaz =2 parat =1 9yYp;m = —2 parat = —1

Concavidad hacia arriba para t < 1 y concavidad hacia abajo para t > 1.

(c) Punto de interseccién con (0,0) para t = 0. Zyee = 0 para t = 0, Ty = 4
para t = 2; y decrece cuando t crece. Punto de inflexién = (—0,08, 0,3) para
t =0,32.

(e) Las funciones x e y son positivas: T, = 1 € Ymin = 1 para t = 0. Concavidad
hacia arriba para t < 0, concavidad hacia abajo para t > 0. Asintota y = 2x
para t — 400.

(g) t > 0. Simetria respecto a la recta y = —x; Ty = —%, y = —e para t =
é; Ymaz = %;x =eparat=e.

Puntos de inflexion x; = —0,34, y; = —5,82 para t = 0,24 y 2o = 5,82, yo =
0,34 para t = 4,10. Cuando t = é cambia el sentido de la concavidad. Asintotas

r=0ey=0.

29. Expresando las ecuaciones en forma paramétrica, estudiar las curvas:

a) ¥ +y* = 3axy(a > 0)
b) 1’2'3/2 = 3 — '3/3

c)y*=12v (x>0,y>0)

Respuesta.
a) x = lgffg, Y= f’i’; estudio andlogo al problema resuelto N°51 a) con a = 1
b) Hacer y = tx, = = #; Yy = % La curva tiene dos ramas. Simetria con
respecto a ¥y = —X. Tpun = 1,89 y = —2,38 para t = —1,26; Y =

lle i

—1,89, © = 2,38 para t = —0,79. Puntos de inflexion: x; = 2,18, y; = —4,14
para t = —1,90; x5 = 4,14, y, = —2,18 para t = —0,53. Para t = —v/2 la
concavidad cambia de sentido.

¢) La curva consta de la recta y = = y de la rama hiperbélica x = (1 + )¢, ¢y =

(1+1)1FY1(—1 < t < o0), (e, €) es un punto doble concavidad hacia arriba para
x =1y. Asintotas x = 1; y = 1.

30. Muestre que f es concava hacia arriba en un intervalo si y solamente si, para todo
T e y se tiene que:

fltx+ (1 =ty <tf(z)+ (1 —1t)f(y); 0 <t <1.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Determine los valores de a, b, ¢ para que el grafico de f(z) = az® + bz? + ¢ tenga a
(—1,1) como punto de inflexién de f, si la pendiente es 2.

Respuesta.
a=-2b=-2¢=7/3

Halle las dimensiones de un cilindro recto circular, de maximo volumen, que puede
ser inscrito en un cono circular de radio r = 5em y altura h = 12cms.

Respuesta.

__A- __ 10
h’c_47 7’0—3

Halle las dimensiones del maximo cilindro recto circular que se puede inscribir en
una esfera de radio 12cms

Respuesta.

r= 4\/écms.; h = 8V/3cms

Entre todos los cilindros circulares rectos de area lateral dada, pruebe que la esfera
circunscrita més pequefia tiene un radio v/2 veces el del cilindro.

Encuentre el trapezoide de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo,
siendo la base inferior al diametro.

Respuesta.

Trapezoide isésceles, base superior igual al radio.

Muestre que entre todos los rectangulos que tienen un perimetro dado, el cuadrado
es el de area maxima; entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado es el de
perimetro minimo.

Muestre que para cualquier par de numeros reales a y b la funcién f(x) = (x —

1 —b)?
a)(x — b) tiene un minimo (absoluto) en 5(& +b) yes —%.
2 2
En la elipse — + o 1 inscribir un rectangulo con los lados paralelos a los ejes de
a

la elipse, de modo que su area sea maxima.

Respuesta.
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39.

40.

41.

42.

43.

Rectangulo de lados av/2 y by/2

En un tridngulo de base b y de altura h inscribir un rectangulo de perimetro maximo.

Respuesta.

Si h > b, el perimetro P del rectangulo inscrito de base z y altura y tiene un méaximo
eny = h;sih < b, el perimetro P tiene un minimo en y = 0;si A = b, P es constante.

Un alambre de 400mts. de largo, se divide en 2 partes una de las cuales sirve de
perimetro de un tridngulo equilatero y la otra de perimetro de un cuadrado. ;Cual
es la longitud de cada una de las partes, para que la suma de las areas de las figuras
sea: minima, maxima?

Respuesta.

Minimo absoluto A(75,38) = 4349,64mt s>

Méximo absoluto A(0) = 10,000mts?

Se desea construir un recipiente de hojalata de 1it., formado por un cilindro recto
y una semiesfera en el fondo. Encontrar las dimensiones del recipiente de modo que
se ocupe una minima cantidad de lata.

Respuesta.

5/ 3
Radio de la esfera = radio del cilindro = { o

Inscribir en una semiesfera de radio r un paralelepipedo rectangular con la base
cuadrada de volumen maximo.

Respuesta.

2r

V3

r
y altura —.

V3

Paralelepipedo, lado de la base

Hallar las distancias minima y maxima del punto A(2, 0) a la circunferencia 2> +y?* =
1

Respuesta.

Minimo 1, maximo 3
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44.

45.

46.

47.

48.

2 2
x
Trazar por el punto P(z,y) de la elipse — + i 1 una tangente que forme con
a
los ejes coordenados un triangulo de area minima.

Respuesta.
= g = b
v Y=

Una ventana normanda tiene forma de rectangulo coronado por un semicirculo de
didmetro igual a la base del rectangulo. La porcién rectangular es de cristal trans-
parente y la parte circular es de cristal de color que admite sélo la mitad de luz por
metro cuadrado que el cristal transparente. Si el perimetro de la ventana es 20m.
determine sus dimensiones de manera que deje pasar el maximo de luz posible.

Respuesta.

Radio del semicirculo = 2,30m altura del rectangulo = 4,10m.

La seccion transversal de un corral abierto tiene la forma de un trapecio isdsceles.
., Cudl debe ser la inclinacion de los costados para que el perimetro mojado de la
seccion sea minimo, si el area de la seccion del agua en el corral es igual a S y el
nivel del agua es igual a h?

Respuesta.
60°
A un rio de ancho a, se le ha construido un canal de ancho b, que forma con el mismo

un angulo recto. ;Cudl es la longitud maxima de los barcos que pueden navegar por
este canal?

Respuesta.

(a?/® 4+ b?/*)3/2 ver problema resuelto N 49.

Se dispone de 120m. de malla metélica con la que se pretende cercar un huerto
rectangular, aprovechando para ello una pirca existente que mide 50m. de largo.
., Cudl es la maxima area que podra darse a tal huerto?

Respuesta.

A maxima 1750m?2.
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49. Se desea determinar las dimensiones para un estanque cilindrico refrigerado de ca-

50.

ol.

22.

53.

pacidad 1000m? de modo que su costo sea minimo. Las componentes del costo son:
Metales de los extremos $1 por m?2. Metal de la pared cilindrica $0,5 por m?. Costo
de refrigeracion (sobre la vida ttil del estanque) $5 por m? de superficie. Por razones
de diseno el didmetro del cilindro no puede exceder I) de 10 m. II) de 8 m.

a) Formule el modelo matematico correspondiente empleando el largo L y el
didmetro D como variables.

b) Solucione el problema e indique si su éptimo es absoluto o relativo.

¢) Dé una estimacién de cudnto se podria reducir el costo, si el didmetro no estu-
viera restringido en cada caso.

Se necesita mover una carga de peso w, situado en un plano horizontal aspero,
mediante la aplicacién de una fuerza. ;Cudl debe ser la inclinacién de esta fuerza
respecto del horizonte, para que su magnitud sea minima, si el coeficiente de roce
de la carga es u?

Respuesta.

Arctg p

Un trozo de madera de 12m. de largo tiene forma de un tronco de cono circular
recto de didmetros 4m. y (4+ h) en sus bases, donde h > 0. Determinar en funcién
de h el volumen del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de este trozo
de madera, de manera que su eje coincida con el del tronco de cono.

Respuesta.

V=48nrpara0 < h<2;V =4n (4;};)3 para h > 2 . Ver problema resuelto N°43.

Si a y b son los catetos de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es 1. Hallar el
mayor valor de 2a + b.

Respuesta.

V5

Un cilindro se ha obtenido haciendo girar un rectdngulo alrededor del eje x, tal
que su base esta en el eje z, y todo el rectangulo esta comprendido en la regién
x

comprendida entre la curva y = y el eje z. Hallar el cilindro de volumen

o 2 +1
maximo.

Respuesta.

N
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