Capitulo 8

Las Técnicas del Calculo
Derivacion

8.1. Derivacion de Funciones Compuestas
(Regla de la Cadena)

Sean f y g dos funciones, g diferenciable en xy y f diferenciable en ug = g(zg), u =
g(x), la funcién compuesta f o g es diferenciable en x, y:

[fogl'(zo) = f'(9(x0))g'(x0) 6 también si

dF df d d dy d
y:F(x):f(g(a:))entonces%:d—é-ﬁenx:xgobiend—izﬁ-ﬁ

De igual forma: (fogoh)'(z) = f'(g(h(x))) - ¢'(h(x) - B'(z) y asi sucesivamente.

8.2. Derivada de la Funcion Inversa

Sea y = f(z) continuas y monétona, en un intervalo, que es diferenciable en un

punto z, del intervalo, siendo d—y = f'(zo) # 0.
T

Si Ax y Ay representan los incrementos correspondientes de las dos variables en el
punto zg, tenemos

i 2Y Z ).

Az—0 N\ N

De lo anterior se sigue que existe una funcién inversa z = f~!(y) que es continua,

’ 'r Z. 1
lo menos en el punto yo = flzo) y Mim 7 = lm 7y = Frs

Az

ya que cuando

17
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Ay — 0 también Ax — 0.

8.3. Formulas de Derivacion de las Funciones Basicas

Sea u y v funciones de x derivables en un punto.

1. (u") =nu" "/

2. (senu) = (cosu)u’

3. (cosu) = (—senu)u’

4. (tgu)' = (sec’u)u’

5. (cotgu) = (—cosec*u)u’

6. (secu) = (secutgu)u

7. (cosecu) = (—cosecu cotgu)u’

11.

(

10. (e*) =e* -’
(

12. (

coshu) = (sen hu)u

u/

V1—u?

!/

13. (Arcsenu) = = —(Arcosu)', Ju| <1

4. (Arctgu) = = —(Arccotgu)

1+ u?

!/

u
lu| V=1

15. (Arcsecu) = —(Arccosecu)’, |u| > 1

8.4. Derivadas de Orden Superior

Si la derivada de orden (n — 1) de una funcién y = f(z) existe entonces la derivada
de orden n se determina mediante:

f (@) = [V ()

En particular f”(x) = [f'(x)]; f"(x) = [f"(z)] y asi sucesivamente.
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Si u y v son funciones derivables n veces, entonces

(cru + CQ'U)(TL) = u™ + ¢ v™ donde ¢; y ¢

son constantes arbitrarias.

Regla de Leibniz.

8.5. Derivada de una Funcion Implicita

Si una funcién derivable y = f(z) satisface la ecuaciéon F(z,y) = 0 entonces
derivamos la ecuacion respecto de x, considerando que y es funciéon de x, es de-

d
cir d—F(x, y) = 0 y despejamos ¢y’ = f'(x).
x

Para hallar f”(x) se vuelve a derivar respecto de z, la ecuacién obtenida y asi suce-
sivamente.

8.6. Derivada de una Funcién Representada Paramétri-
camente

Si el sistema de ecuaciones:

r=0(t); y=1v@),a<t<p

donde ¢(t) y 1 (t) son funciones derivables y ¢'(t) # 0, define a y = f(z) como una
funcién continua de x, entonces existe una derivada

V()

=5

las derivadas de ordenes superiores, se obtiene mediante

_ F@), _ @l
¢'(t)
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en particular para f”(z) se obtiene la férmula

¢'(1) (1) = ¢"(t) V(1)
/(8]

f'(@) =

8.7. Problemas Resueltos
1. Sea f(z) =2"; r € R entonces f'(z) = ra"! (z #0)

Demostracién.

rlog x

Sea " = e , en virtud a la regla de la cadena (z")" = e"°6%(rlog z) =

a'r— =gt
x

2. Obtenga férmulas para:
a) 1+2x+3z*+ - +nz" !
b) 12w+ 2222 + 3223 + - - + n22"

Solucién.
a) Considerando la P.G. de razén z, se tiene:
l+z+a?+- 2" = ("7 —1)/(z - 1),

para x # 1, derivando:

]_ n _1 _ n+1_1
1+2x+3$2+...+mn—1:("+ Je(z —1) = (= ) _
(@ —1)2

nz™ — (n+1)z" +1
(z —1)?

b) Multiplicando la relacién encontrada en (a), por z, se obtiene:

nz"? — (n+ 12" +x

z+22° + 32 + - 4 na" = (w12 :

derivando nuevamente, multiplicando por z, y ordenando:
1z + 2222 + - 4+ nPa" =

n2xn+3 . (2n2 + o — 1)xn+2 + (TL + 1)2:L,n+1 - 1‘2 —
(x—1)°
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3. Sean f(z)y g(x) dos funciones derivables con f(x) # 0, considerando la fun-
cién h(z) = f(x)seng(x), probar que en los puntos donde las graficas de h(z)
y f(z) se tocan, ellas tienen la misma tangente.

Prueba: Cuando las gréficas se tocan = f(z) = h(z) = f(z) = f(x) seng(z)
como f(z) # 0 = seng(xy) = 1 = g(xg) = g—i— 2kr (k € Z) pen-

diente de h(z), m;y = h'(x) = f'(x)seng(x) + sen’ g(x) - ¢'(x) - f(x) pen-
diente de f(x), my = f’(x), por mostrar que: h'(xg) = f'(xg9) en efecto:
h(xo) = f'(x0) - 1+0-0- f(xzo) = f'(x0)

4. Determine f'(x) si

¢) f(x) = (z+V1+22)Y/?

Solucion.
22, x>0
a) Como f(z) = es inmediato:
—2%, <0
322, >0
f'(x) =
—32%, <0

b) Como f(z) = llog (Hﬂ) —

2 1 — senx
() 11— senx (1 — senx)cosx — (1 + senz)(—cosx)
x) == :
21+ senx (1 — senx)?

1 2cosx
2 (1 — sen?x)

= 1/cosx

HOE 1 (14 5= .2)_<w+¢1+_w2>1/2
et VIF ) Wit )T aita

cosx(tgr + senx) — (tgr + senx)(cosz)’

f'(x) = =

cos?x

cosxz(sec*z + cosz) — (tgx — senz)(—senz)
cos’x
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5. Hallar 3",y de 22 +y?> —1 =10

Solucion.

/
D($2+y2—1)=0:>2x+2yy’:():>y/:_§:>yu:(_{)

Y
=y = _y_QxU/ _ y—l'(;$/y) _ y2 4;1'2 _ig — y///
Yy Y Y Y
/ /
Y O x 3T
N — ///__:>y :_<__>___
( 3) y' v\ y Y
6. a) y=1t>+1; xr=1t>+ 3, hallar y"”
1
b) Siy= %= u2u_ . encuentre y”.
Solucién.
a)
dy 3t* 3 d* d (3 da 3 1 3 1 3
—:—:—t—:— —t —_— = = — = — f — = —
de 2t 27 dx? dt\2 ) dv 2 % 2 2t 4t
dy d (3 . d (3, 1 3,51 3
A i B =2 =
dx®  dt \4t) dr dt \4 dx 4 2t 83
dt
b)d—yz—(u—l)_Q;d—x=<u2_1)'1_u’2u:_ w1
du du (u? —1)2 (u? —1)2
dy _ (u+1)°
| 2L =
T
Py d(w+1)? du  (WP+1)2w+1)—(u+1)2u 1
de?2  du w?2+1 dr (u? +1)2 dz/du
_ u? —1 (u? —1)? _2(u2—1)3
T (w2 +1)2 w+1 ) T(u2+1)3

1
7. Sea f'(z) = x® sen— para x # 0, y sea f(0) = 0, suponga que h y k son dos
x

funciones tales que:
K(z) = f(z +1); k(0) = 0; W (x) = sen*[sen(x + 1)]; h(0) =3
Encuentre

a) (foh)(0)

22
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b) (ko f)(0)
c¢) o (2?) donde a(x) = h(z?).

Solucion.

0

a) (foh)(0)= f'(h(0))-1(0) = f'(3)sen?(senl) = 986”% - sen*(senl)
) (ko £)(0) = K(F(0)) - /(0) = K(0) - /(0) = £(1)- 0 =0

c) o(2?) = I/ (z")4x® = sen?[sen(x? + 1)]42?

8. Siy= f(u) Au= g(x), pruebe que:

Py dy dPu dy (du)2

V5T G d de?
Py dydu Py Pu du Dy (du)3

) i " dwdr Cae ae dn T aw

Solucion.

Py _d(dy\ _d (dy duy dy du d (dy)du
de?2  dx \dr/) dx \du dx/) du dz?2 dx \du) dx
dydz_u Py du du dy dPu dy (du)2

dude? " dw? dr de  du di? ' du? \dx

Py d |dy d2u+d2y du\?|
dz3  dr |du dx?  du? \ dx a

dydBu d (dy\ dPu d [y [du)>
——t— (=] S+—(5 (=] +
dudx®  dx \du/) dz? dx \ du? dx

Pydudu  dyd*u = dPydudv  dPydu (du) 2

a)

du? de dr? ~ du de3 + du? dx dz? + dud dx

d?y du d*u _dy d3u d*y d>udu  d3y (du 3
du? dz dz?  dudx? du? dz? dr ~ du



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Cadlculo 24
9. Si f(z) = ;;fo —log 4/ tg (% — §>’ g(x) = —3cosz, pruebe que:
f'(z) +1/cos®x = 2cosx f"(x) /4 (x)
Prueba.
De inmediato: ¢'(z) = —3(—senz) = 3senx como f(z) =
senz /2cos*r — 1lo (t <E — f)) luego:
5 g\tg 1 9)) go:
, 1 [ cos*z cosz + senx 2cosx senx 1 1
cosix 2 tg (_ _ _>
4 2
soc? <7r B ;1:) 1
4 2 2
1(1+ sen’x 1 1
i) =2 . -
2 cosdx 4 sen(m/4 — x/2)cos(m /4 — x/2)
1+ sen’x n 1
2 cos3x 2sen2(m/4 —x/2)
() 1+sen2x+ 1 1—|—senzx+ 1
x) = — _
2cos3x 2sen(mw/2 — x) 2cos3x 2cosx
1 + sen®x + cos*x 1
2cos3x  cosdw
() = 3cos’x senx _ 3senx con 1o que:
cosSz costz
Pt — =y 2cost /()] ()
cosdx  cosdx
= 2 cosx 3senz[3senz cosy = 2/cos’x
10. Siendo (a — bz)e¥/* = x; probar que: 23" = (xy’ — y)?
Prueba.
Tomando log(a — bx) + y/x = log x, derivando implicitamente
1 2y —y 1 ax a’x?
—b = — = —_ — — I 2 —
a—ba:( )+ x? SO S (2 = y) (a — bx)?

derivando nuevamente:
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(a — bxr)a — ax(—D) a?
"y =y = = de donde:
Yy +y —y (@ —bx)? (a— b e dondae

2.2
3,/ a~x

3y = m (2) finalmente por (1)y(2);

vy’ = (vy —y)*.

11. Si y = sen(senx) pruebe que: 3’ + tgz ' + ycos’z = 0

Prueba.
y' = cos(senx) cosx; y' = —sen(senx)cos’x + cos(senz)(—senz) luego: y" +
tgry'+ycos*s = —cos’x sen(senz)—senz cos(senx)+(senx/cosx)-cos(sent) cosz+

cos’x sen(senx) =0

12. Si z = tg,/y, pruebe que: (z* + 1)?y" + 2z(2* 4+ 1)y = 2

Prueba.

r=tg/y =y = (arctgz)® =y =2arctge - o

=y =2 21 ! —i—arctgx-_—%
2+1 22+1 (x241)2

con lo que:

(22 +1)%(2/(2* + 1)})(1 — 2z arctgx) + 2z(2* + 1)2arctgz(1/(2* + 1)) = 2

13. Encuentre F’(x), siendo:

3677/21' Sent
o) F(x)—/ <

b) F(z) = / te” dt

2

Solucion.

a) Por teorema fundamental del cdlculo: F(x) = ¢(senx) — ¢(x); tal que:
, senx sen(sen?z)
#a) = 22 ey

+ 1+ esen?c
senx /(1 + €*) Analogamente:
b) F(z) = ¢(secx) — ¢(z?), tal que:

sen 2x—

luego: F'(x) = ¢'(sen’z)-2senx-cosz—¢'(x) =

¢ (x) = ze”’, luego :  F'(x) = ¢/ (seca)secx tgx — ¢/ (12)2x

2 4 2 4
= secx e*“ Tsecx tgr — 12 €% - 2x = sec’wtg xesCT — 23,
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14. Asumiendo que la siguiente ecuacién define implicitamente una funcion y de
x, ecuentre y/'.

2
Tr-seny Sent
a:senxy—l—/ —dt =1
Vi t

Solucion.

x2seny "

Sea F(z) = / S gt = P(x*seny)

i t
sent

—o(/Y), tal que ¢/(t) = — luego:

sen(z?seny
P/(@) = ¢/ (a?seny) (seny) — o(/7)(yF) = S )
x2seny
sen 1 sen
(2xseny + x2cosy - y') — \/g—y’ = | sen(z?seny)cotgy — VY

VY 2y 2y

. 2sen(z?seny)

Y+
x

entonces derivando implicitamente en la ecuacién dada, obtenemos: sen(xy)+
xcos(xy)(y + xy') + F'(x) = 0 finalmente despejando ¥, y ordenando queda:

, 2sen(xy) + 2xycos(xy) + 4~ sen(x?seny)
y~Lsen,/y — 2x2cos(xy) — 2cotgy sen(x2seny)

/ sen’tdt
15. Encuentre F'(z), si: F(z) = / a (1+ e*™ + tcost)dt
3

Solucion.

sen/ sen3tdt x T
=|14+e¢ a + </ sen3tdt) -cos/ sentdt | - senx
a 0

16. Hallar la derivada n-ésima de:

@) f() =~
b B 1
) f(z) = (- 1)2(z — 2)

c) f(x) = senx
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Solucion.
a)
, —(a+2z)—(a—2x) —2a Ly
f'(z) CESE (0t 2) ala + x)~%

f(z)=(-1)?-2-2la(a+z)3
f"(x)=(-1)*-2-3la(a+z)™* e inductivamente se llega
y™ = (=1)"-2a-n!(a+ z)~ "+

b) Descomponiendo en fracciones parciales:

1 A B C

(x —1)%(z —2) (x—1)2+(m—1)+(x—2)

1=A(x—-2)+Blz—1)(z—-2)+C(z — 1)) =

A=-1;C=1, B=-1

y derivando n-veces cada sumando por separado obtenemos:

() e () -

(o) =

sumando las tres expresiones obtenemos 3.

c)

f!(z) = cosx; f'(x) = —senx; f"(x) = —cosx;

fw(x) = senx; - ;f(”)(x) = sen (a: + kg) (ke Z)

27

A modo de prueba, verifique estas férmulas por Induccién Matematica.

17. Empleando la férmula de Leibniz, halle 3™ si:

y = (1 —2*)cosx

Solucién.
Yyt = Z (k) cos" My (1 — 2%k = (g) cosMz(1 — 22)©
k=0

+(1)cosa(—2z) + (5)cos"Da(=2) + (§)cos" - 040+ -+,
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de donde obtenemos:

—1
y™ = (1 — 2%)cos (x + %) — 2nxzcos (x + u)

2
oty (4 €52)

18. Derive con respecto a x:

a) y=(z*+ 1)

b) y = (cosz)**e* enz =0

Solucion.

a)
1

1
logy = e® log(2? + 1) <= ~9y/ = e“log(z® + 1) + €” -2
ogy = e” log(x? + 1) yy e” log(z® + )+e:1:2+1 x
<y =22+ 1) |log(a® + 1) + 20
?2+1

analogamente
b)
logy = 2z log(cosx) + log(e®) = 2xlog(cosx) + x

1 1
< —y =2 |log(cosz) + 1—— - (—senz)| + 1 <
Yy cosx

y' = (cosx)**e*{2[log(cosz) — xtgr]| + 1} = y.._, =1

19. Derivar respecto a x:

0) y = 20" log(tg V)

1+
b) y = + eArcth:

V1422
Solucion.

a)

28



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Cadlculo 29

log(y) = cos®x log x + log(log(tg eV™®))

1 1 1 1
—y' = —2cosz senz log x + (cos*r)—

+ .
r  log(tgev®) tgev®

1
-Seczeﬁ . eﬁ - —_—

2Vx

b)
1 1
logy = log [ ———— ) + Arctge = log(1+ z) — = log(1 + 22) + Arctgz
14 a2 2
1, 1 1 2 1 R
— = —_ = — e — reigr
W Tz 21t 12 VT g

1 n 1—2z
142 1422

20. Siendo f(x) = /x(l + sen(sent))dt, calcular (f~1)(0)
0

Solucién.
df 1y 1
e (14 sen(senz)) <= (f)'(z) = T
dzx
— 1 —1y\/ 1
= (/7 (@) = (f7)(0) =1

Nt sen(senx) 1y sen(sen0)

1 1
21. Muestre que la derivada de f(x) = 2Arctg— + Arctg (g — 2—) es 0 en todo
x x

el dominio de f. Sin embargo, f(z) no es constante. ;Contradiccion?

Solucién.
1 1 n 1
) 9 T 9.2 —2 2
(z)=2—22 4 2 20° _ + =0
/() 1+i 1+(2—5)2 2241 2241
22
T T .
pero f no es constante porque f(1) = 5y f(—=1) = —= esto no contradice el

teorema en cuestion puesto que f no esta definida en un intervalo sino que en
una unién de intervalos (z # 0).

T
22. Demostrar que: sen?z < senz? para 0 < x < \/;
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Demostracidn.

. m , .
Consideremos 1 < x < \/; aqui se tiene que z < 2? = senz < senz?;

ademds 0 < senz < 1 = sen’z < senz asi se obtiene: sen’zx < senz? ahora
para 0 < z < 1 sea f(x) = sen’z — senx® = f'(x) = 2senz cosx — 2xcosz?
pero senz <z y x° < x

luego: cosx < cosz? asi f/(x) < 0 luego f es decreciente en 0 < z < 1y
f(0)=0; 2> 0= f(0) > f(x) <= 0 > sen’x — senz® < sen’r < senz’

23. Sea f(x) con dominio —7 < z < 7 definida por

( V1 — cosx

SENT

si —nm<x<0
flz) =

™

2_ /2
(M) Arccos (E) + gv 10 — 2 si 0<z<m
T
\

a) {f(x) es continua en todo su dominio?

b) (Tiene derivada en todo su dominio? Calcule la derivada donde sea posi-
ble.

Solucion.

a) Punto critico a estudiar = = 0, obsérvese que f(0) = —E = h’m+ f(z),
z—0

ahora calculemos el

i . V1 —cosx i V1 — cos?x
lim f(z) = lim = lim

z—0— z—0— senx z—0~ senz/1 + cosx

, |senz|
= lim
z—0~ senxy/ 1 + cosx
, —senx 1
lim

z—0~ senxy/1 4 cosz - _ﬁ

luego f es continua en todo su dominio.

2
L_senz /1 cosxcosx

b) Si —mr <z <0, f'(x) = 2 Vi-cosz

sen?x
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2_ J—
Si0<x<7r,f’(x):%ArCCOS<E>+(x \/§> 11

_(=22)
+5 YT
22 \/10 — 2

V2 \/_

de inmediato f! (0) = 7r2 —— determinemos
V1—cosAx
f/( ) lim f(O—l—ACL’)—f(O) — lim ien&x +\/L§
Nz—0- Ax Az—0- Ax

por lo anterior

[ S 1_ 1
f/_ (O) — lim V2 V1+cosAzx — lim 2 14+cosAzx
Az—0~ Az AE—0 A (L L1 )
V2 Vi+Ax

| cosAx — 1 1 1
= lim . .
Ae—0- Az 2(1 + cosAx) <L L1 >
V2 V1+cosAzx
1 1
=0- =0

TN

asi entonces: f’ (0) # f'(0), luego no existe la derivada de f en x = 0.

24. Un auto se mueve en una carretera recta dada por la ecuacién 3x —2y+12 =0
a razén de 80 Km/hr. Una camara de television colocada en el origen enfoca
al auto. Calcular la velocidad del dangulo de giro de la caAmara con respecto al

eje X.

Solucion.

Daremos dos maneras de encaminar la solucion.

Ay

(xy)

Figura 8.1: Problema 24
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a)

tg(180 — ) = L = —tg0 = ¢
x x
B AN 3z + 12
0 = Arctg ( x> = Arctg ( 9 )
dg  df dx
pero il donde
dx 4
— = 80cosax = 80——=, asi
dt V52
ag 1 _3-2x—(3x+12)-2 %0 4
db 1 (2)” 4a? N
3840 1

/13 1322 + 722 + 144

3 db
Por ejemplo para x =0,y = 6, tga = Sl 7.396 K'm/hr.

dt
3 3
b) S =80t; tga = 5 = a = Arctgé; B =m— (04 «) luego por el teorema
del seno _ 5 = i _ 5
senf3  senf sen(f +a)  send
4 4
de donde S = Lne <= 80t = Ln@ derivando respecto de
sen(0 + ) sen(f + «)
s 80— d 4senf do PN do _ 20sen*(0 + a)
©dh \sen(0+a)) dt dt senq
: 3 do
Por ejemplo para z = 0,y = 6 = 0 = 90°, tga = 5 — i

7.396km/hr. como era de esperar.

25. En una pista circular de 200mts. de didmetro, un hombre corre con velocidad
uniforme de 5m/seg Un foco que se encuentra en la simetral del didmetro de
la pista, proyecta la sombra del hombre sobre un muro situado a lo largo del
mencionado diametro. Calcular la velocidad con que se mueve esta sombra en
el instante en que el hombre completa 1/3 de su recorrido, si la distancia del
foco al muro es de 200mts.

Solucién.

De inmediato, tenemos:
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100send \
0\

%‘4*]00 } X —

100cos6

Figura 8.2: Problema 25

Por semejanza de triangulos:

200 100send

r  x— 100cost

. 200cos6
-2 — senf
dr dx df
it~ ap @Y=
@_100d_9:>d_9_iﬁ_ mis.
dt — dt dt  100dt  seg.
dx —senf(2 — sen) — cosf(—cosb) 1 — 2senf
h . — =200 =200——m—=
AT g (2 — senf)? (2 — senb)?
dx 1 —2sen%
— =200———2-0.05 & — 5.69 mt :
dt (2 —senf)? mts/seg

26. Un automévil corre con velocidad constante, igual a 180km /hr., por una pista
circular. Un espectador lo observa desde el punto de partida. ; Con qué veloci-
dad se aleja el auto de la vista del espectador, en el instante que completa 1/3
del recorrido total de la pista?

Solucion.
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A(rcos, rsend)

D

r 0 \ P(n(Q X

Figura 8.3: Problema 26

dD dDdo
%:%%peroHr:SZaTCOAP

dg 1dS 1180km ¢ "
— = —— = —180— por otr r
dt r dt r hr. POL Otra parte

D = \/(r cosd — r)? + sen20r? = r/2 — 2cos0

dD B 2send r send

1
o r§\/2—26088 B V2 — 2cosf

dD 120°
— | (0 =120°) = reen = C, finalmente
0 V2 —2c0s120° 2
dD 180
e 90K m/hr.
t 2 r
27. Sea
sen®2x ,
six <0
T
g(z) =
1 )
x2sen’=+ —x siz >0
r 9

Calcule la derivada de g en todos los puntos donde sea posible.

Solucion.

De inmediato

2 4 2
(—x sen—x — senz—x) 2 siz<0

) 3 3 3
g'(z) =
51 2 )
2r sen“— — sen— + — sixz >0
T r 9
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Punto critico en = = 0, previamente estudiamos la continuidad de g(z) en este

punto:
2
senzx 2
lim ¢(z) = lim 3= . Z.sen-x=0
20— 9() a—0- 2x 3 3

1 4
lim g(x) = lim (mzsen2— + §:L*) =0
T

z—0+ z—07F

1
(porque sen?— esté acotado), asi podemos definir, g(0) = 0, ahora estudiemos
T

su derivabilidad en 2 = 0 usando la definicion se tiene:

senQ%Am _0 2A 2
g (0)= lim Bt gy (ST 44
- Az—0- Nx re—0- \ 2Nz 9 9
A 2 21 4A 0
/(0)_ 1, stenm_l_g T _ 1/ A 21 +4 _4
P = o A T T AR T9) T 9
C . . 4
luego la funcién g(x) es diferenciable en x = 0y ¢'(0) = 9

28. Desde un mismo puerto salieron simultdneamente un barco A en direccion
Norte y un barco B en direccién Este. ;Con qué velocidad crece la distancia
entre ellos, si la velocidad del barco A es igual a 30km/hr y la del barco B es
igual 40km/hr.?

Solucion.

d d
De inmediato d_?i = 30Km/hr. d—f = 40Km/hr.

©y) n

0 (x,0)

Figura 8.4: Problema 28
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dx d
L= x2+y2<:>%:1(2x3+2yd_g)

dL 1
= (402 + 30y)

% /I2 +y2
dL 1

Km/hr. al cabo de 1 hr. — = ———— (40 + 30%) = 50K m/hr.
/hr o r2+302< ) /hr

29. Una escalera de 5mts. de largo descansa en una pared vertical, si el extremo
suoperior se desliza a una razén de 0.6 m/seg. Encuentre la razén de cambio
del angulo de elevacion de la escalera en el instante que el extremo inferior
esta a 3 mts. de la pared.

Solucion.

De inmediato /22 + 32 =5

v

Figura 8.5: Problema 29
tgh = Yesp= Arctgy
x x

do d
nos piden (%)123 =7, d—?z = 0.6m/seg.

a_do dy_df, oy dy

dt  dy dt  dy I o — ) dt
/95 — 2 — u(z2y)

dg 1 25—y 24/25—y2 0.6

%_1""251/—21/2. -y

siz =3 =y =4, asi

do 1 16
— = — - 06=0.2 .
TS (3 + 3 ) 0.6 = 0.2mts/seg
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30.

31.

Un punto mévil M recorre la pardbola y?> = 2x con rapidéz de 5em/seg.
desplazandose desde el origen hasta el punto A(2,2). En F(6,0) hay un foco
luminoso, determine con que rapidez se movera sobre el eje Y, la sombra S de
M, cuando M pasa por A.

Solucién.

Scem/seg.

dx.
dr

y?=2x

v

Figura 8.6: Problema 30

De inmediato:

ahora de

De la figura y por semejanza de triangulos

S 6 6y dS (G—x)% —y(—‘é—f)
Z_ﬁ—x:S_G—x:;}%_Ei (6 —x)? 3)
En (1) reemplazamos (2) y obtenemos N finalmente (3) queda:

dt /1 +y?

_ 5 2 5
@—6(6 x)\/1+y2+y Vi+y?
dt (6 —x)?

as
yparaxr=2ey =2, P 6.708cm/seg.

Un triangulo rectangulo variable ABC' en el plano zy tiene su angulo recto
en el vértice B y un vértice A fijo en el origen y el tercer vértice C' sobre la

7
parabola y =1 + %xz, el vértice B parte del punto (0,1) en el tiempo ¢ = 0
y se desplaza hacia arriba siguiendo el eje Y a una velocidad constante de

2cem/seq. Con qué rapidez crece el drea del tridngulo cuando ¢ = 55eg-
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Solucion. De

Figura 8.7: Problema 31

d 1 3 —
y:2t+1<:>d—?=2cm/569~14=§y$:ﬁy y—1

ﬁ—i _1+L d_y
at 7 \VY o0y —1) dt

\]

ahora parat = - = y = 8 asi

dA 3 4\ 66
%_W(ﬁ—i_W) —7cm/seg.

[\

32. Un depdsito de agua tiene la forma de un cono circular recto con su vértice
hacia abajo. Su altura es de 10m. y el radio de la base 15m. El agua sale por el
fondo de modo constante a razén de 1m? por seg. Se vierte agua en el depésito
arazén de ¢ m? por seg. Calcular ¢ de modo que el nivel del agua ascienda
a razon de 4m. por seg. en el instante en que el agua alcance la altura de 8m.

Solucion.

Figura 8.8: Problema 32
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33.

34.

dh dV :
i 4m/segq.; o= (c —1)m?/seg.
1 1
V:§7rr2hademés %:%:r:;h
P dav._ 9 ,dh ‘
asi V = ZW h® — o= Z—lﬂ' h i 5767 finalmente :

c—1=>576mr = ¢ = 576w + 1(m?/seg.)

Empezando en el origen, un punto P se mueve a lo largo de la parabola y = x>
de manera que su coordenada x aumenta 3 unidades por seg. Sea () el punto
que determina sobre el eje X la recta que pasa por (0,—4) y P.

a) Halla la velocidad de @ cuando P estd en (1,1).
b) Halla la velocidad de @) cuando P esta en (3,9).

Solucion.

Sea P(z(t), y(t)) ANQ(2(t),0), expresamos z(t) en funcién de z(t), luego la recta
y(t) +4 y(t) +4
PO —0+4a=L2""

() (1)

pero como P se mueve segin y = r° = y(t) = 2%(t) =

y(t>(+)4 ( (1))
4 (t g A4 —a22(t) o o

[12(4 — 22(1))] /[22(t) + 4]?, luego:

que pasa por (0, —4)ANP = y+4 =
4x(t

2(t) =

a) Cuando P estd en (1,1), z(t) = 1 = 2/(t) = 36/25 (unidades por seg.).
b) Cuando P esta en (3,9), z(t) = 3 = Z/(t) = —60/169 (unidades por
seg.).

. Qué puede decir de estas velocidades una positiva y la otra negativa,

porqué?

Un baldn esférico pierde aire a razén constante de 2cm?/seg. jCon qué rapidez
decrece el radio del balén cuando su didmetro es de 1m?

Solucion.

4
Sea r el radio y V' el volumen del balén = V = §7r7“3, derivando con respecto
at;

v _ 47T7’2ﬁ — dr_ 1 ﬂcm3/se (N _20_m3
dt dt dt  4mr? dt P\~ seq
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cm/seg.

35. Dos lados paralelos de un rectdngulo se alargan a razon de 2e¢m/seg., mientras
que los otros dos lados se acortan de tal manera que la figura permanece
constante como rectangulo de drea 50cm?.

a) ;Cuél es la velocidad de cambio del perimetro P cuando la longitud del
lado que aumenta es de 5em?

b) De 10cm

c¢) Cudles son las dimensiones cuando el perimetro deja de crecer?

Solucion.

Sea x la longitud de los lados que se alargan e y la longitud de los que se
acortan, luego

dP dr dy
P=2 ) N e : :
(z+y) = o (dt + dt> , ademds como
dy dx

A=ay=50 = 12 +y—= =0

W Y TV
dx dy

Cuando x =5,y =10; — =2 =5—+410(2) =0

a) Cuando x =5,y C i (2)

d dP
— d_:Z = —4 con lo que i 2(2 —4) = —4em/seg.(decrece).
dx dy dy
b dox=1 = — =2 10— 2) = — =-1
) Cuando z = 10, y 5/\dt = Odt+5(> 0:>dt :
dP
o = 2(2 —1) = 2em/seg. ( crece)
, : , dy dx

c¢) El perimetro deja de crecer cuando — = 0, es decir cuando — = -
—2 = x(—2) + y(2) = 0, y el rectdngulo resulta una cuadrado de lado
T=9y= 5\/§cm.

36. Se tiene un reloj de arena de 3 cm. de radio y 6 cm de altura. Se pasa la
arena a un solo lado y se voltea para que la arena empiece a fluir a razén de
2cm3 [seg., suponga que la arena en la parte inferior forma un tronco de cono.
. Cudl es la velocidad de aumento de h para una altura dada?
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Solucion.

— 3

Figura 8.9: Problema 36

Sea r el radio del cono que se indica en la fig. Por regla de la cadena:

dv.dV dh dV_2 3 seg:
o= gp g COmo se conoce —- = Zem” /seg;
por determinar an para lo cual tenemos:
1, 1, , . y
V= §7r(3 )6 — 37 (6 — h) y ademds por semejanza de tridngulos:
i—uﬁr—u or lo tanto:
376 — P ‘
1 (6—h)? 1 % 1
V=181 — = 6 —h) =181 — —nx(6 — h)* — =0 —
e T L M 12"
1 _ 2
[3(6 — h)*(—1)] = Z?T(G — h)? con lo que: % = w : %
finalmente remplazando datos se obtiene: dh_ 5 (ecm/seg.)
rempaz N T 76— h)? g

37. Un movil describe una trayectoria eliptica de semiejes a y b con velocidad
tangencial constante (v, m/seg.) Un foco luminoso situado en el centro de la
curva le sigue determine la velocidad angular del foco luminoso para que el
vehiculo este constante iluminado.
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Solucioén.
A y
B v
b
P
0) F >
0 A
a

Figura 8.10: Problema 36

La ecuacion de la elipse en coordenadas polares la obtenemos mediante el
sistema;

x = pcost

1
y = psent | = p= —b\/a236n20 + b%cos?6
a
b2 + a2y? = a2b?
. do
la velocidad angular del foco es e luego como:

dp (a® — b*)sen?d do

= — 1), por comodidad sea
At 2abva%sen?0 + b2cos?6 dit (1), p

a = va2sen20 + b2cos?0 la velocidad tangencial del mévil es:

_dS ()P +(dy)? [ (de\?  [dy\® .
v=r = i = E + € , ademas:

dx dp

i 0059% — psen@a, remplazando (1):

de 1 [  c*sen20 ) ,

— = — |cosb — senf - | - — andlogamente se obtiene:
dat  ab | 20 | dt

dy 17 c?sen20 1 do

il _sen@ o + cosb - 04_ e de donde:

2

1 [dO\? [c*sen20 + 4(b2cos?0 + a2send
B ( ) {c sen20 4 4(b°cos™0 + a*sen”0) , de aqui finalmente

T oa?b? \ dt 4(b%cos?0 + a’sen?d)

do 20 aby/b2c0s26 + a?sen?6
se deduce: — =
dt  \/ctsen?20 + 4(b2cos26 + a2sen?0)
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38. Seay =

= 2= gk) = arctg
= S1 2 = = arc
0o J/1-1) 1—k2t2)y g IT k2

dk (d d*y d?
Demostrar que: 2% (_y) (d 2)36:0 + (d_$z>£:0 =0. (a)

dx
Demostracion.
dz L 21— k) —2k(=2k) _ 2 dk
dk . - — Ita:
dk 14 (2 k2)2 (1— k2)2 T2 de donde 7+ Tesulta
dk 1
— = (1 k2 '
dz 2< + 5
Como F(y) = o(y) — 0(0); o/(\) = 1/y/0 — N)(1 — k232, luego F'(y) =

d
?(y)-1—0'(0)-0=¢(y) = = 1/\/ 1 —y?)(1 — k2y?), es inmediato que
Y
siz=0=y =0 (;porqué?) luego:

(&) =i -

Py 201+ Ky + 4Ry
de? 2/(1—y?) (1 — k%2)

—(1+k*)-0+2k*-0=0

—(1+ Ky + 2k*° Ly
y v=\1: .

d3y 2y, / 2 d3 2 2
=0

con lo que reemplazando estos resultados en («) resulta:

2-%(1+k:2)+(y—k:2)-0—(1+k2):

39. Cambiar la variable z en la ecuacion:

por la variable ¢ dada por z = cost.

Solucion.
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@_dy dr dy

— . — = —(—sent) = —

dt dxr dt dx

e da? \dt

2
@ % — cotgt%

dx? sen?t

>y  d*y (dm)z dy >z d%y

dy 1 dy

dr ~ sent dt

+ 22 = —ZLsen’t + cotgt@ -
dr dt?2  dx?

dt

luego:

d?y dy
=4 — cotgt™! 1 d
(1-— COSQt)dtz—gdt — cost (——) L

sen?t

d?y

!

40. Dada la ecuacién:

41.

sent

:Egy"'—l—3:v2y"+(a+1)93y’—y:0,

cambiar x por t ligadas por ¢t = log x.

Solucion.

Como t = log x; x = e

no_— d2dt a2 dt _ -2t

—2 33— 242

dat? dt?

ecuacion, resulta:

ylll — e—3t (dSy d2y

de &’z &Pz, , dy,

@@ ar Y T a

@ — @ ademas
a2 dt )Y
dy

dt) finalmente sustituyendo estos valores en la

Transformar la ecuacién dada tomando a y como variable independiente y a

2 como funcion

Solucion.

Qw
dy 1 d?y B —37%

de — dv’ da? (d_m>2
dy w

2
() -
dy

dx? dx dv

2 dy\® d
x_h(_y) _dy_y

2
x

reemplazando en la ecuacién dada, queda: xﬁ +
Y



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Calculo 45

42. Sit = log(a + x), transformar la ecuacion:

3 2

d d
(a+ x)3—y + 3(a + )?

y dy
o @—F(a—i-x)——f—byzo

dx

en términos de y y t (a y b constantes).

Solucion.

dy dy dt 1 dy

de dt dr a-+xdt

By by (@ Ayt fy 1 dy
dz?  dt2 \dw dt dz?  dt? (a+z)2  dt (a+ z)?

By By 1 3 dy 2 dy

de® — dt? (a+2)?  (a+z)3Pd? " (a+x)3dt

de donde reemplanzando y simplificando en la ecuaciéon dada, resulta:

d3y
— +by=0.
75 +by=20
., dy T4y .
43. Transformar la ecuacion i usando el cambio: x = rcosf e y =
x r—y
rsend; r funcion de 6.
Solucion.
dy % 4
% = %; d—‘z =1'(0)send + r(0)cosl
d
d—z = 1'(0)cost — r(0)send
/
de donde: r'(0)senf + reost _ reosh + rsenf de donde simplificando se

7'(0)cost — rsenfl  rcost — rsenf)

llega a : r'(0) = r(0).

44. Hallar la derivada n-ésima de:

) 20 +1
a =
y 3r — 2
b) . ar +b
eneralice para y =
& P J cr +d

Solucion.
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45.

46.

\]

2
a) Observése que y = 3 + — (32 — 2)~" de donde

w

y = (-1 (3r - 2)7*)
7 —3/9\2
' = (~1)(-2)3 (3~ 2) ()
"= (~D(-2)(-3)5 (B~ 2B

y™ = (=1)(-2)--- (—n)g(?)x —2)7 13 = (—1)"7n!(3z — 2)"(mHD3gnt

n—1 be — ad
b) De inmediato 3™ = (—1)" n!%
: [ . 2rx +3
Calcular el valor de la derivada n-ésima de la funcion y = ————— en el
x?—3x+6

punto x = 0.

Solucion.

De inmediato y(z? — 3z + 6) = 2z + 3, derivando n veces y usando la férmula
de Leibniz se tiene, para n > 2:

y"(z)(2? — 3z +6) + ny"" V() (2x — 3) + %n(n — Dy (z)-2=0

Haciendo z = 0; 6y™(0) — 3ny™=1(0) + n(n — 1)y"2(0) = 0 de donde :
y"(0) = %ny("_l)(()) — %n(n — 1)y 2(0) para (n > 2) nos faltarfa determinar
—2x — 6x + 21
(22 — 3z +6)?

7
asi ¥ (0) = —

1
y(0) = 5 ¥ como y/(x) = =

Demostrar que la funcién:
y = 2° [coslog x + senlog x]
satisface la ecuacién: z2y” — 9xy’ + 26y = 0

Demostracién.
Encontrando vy’ e y” obtenemos

y = 2*(6coslog x + 4senlog x)

y" = x3(28coslog x + 10senlog ), y reemplazando en la ecuacién se tiene lo
pedido.
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47. Hallar y/, de las funciones implicitas siguientes:
a) y=1x+ Arctgy

b) 2% +5ry +y* — 22 +y—6=0en el punto (1,1)

Solucion.

a)

y =1+ Y=y =14y’ =

14 42

Y= =y =2 (1Y)

D
2x—|—5y—|—5xy’+2yy’—2—|—y’=0<:>y’(1,1):—g

245y + 5y +5zy" +2(y)? + 2y +y' =0 =

111

"(1,1) = ——

1

48. Ocupando / f(#)dt = x cos(mx) calcule / (z + 3)% sen(nz)dx
0

-1

Solucion.

/1 (2+3)* sen(mx)dz = /1 z° sen(7m)dm+6/

1 -1 -1

1 1

xsen(ﬂm)dm+9/ sen(mx)dx.

-1
Como: z%sen(mzx) y sen(wz) son funciones impares y = sen(mx) es par entonces

1 1 T
/ (z+3)*sen(mz)dr = 12/ x sen(mx)dzx, (1), por otra parte, si / f)ydt =
- 0 0

1

x cos(mr) = f(x) = cos(wx)—x sen(mx)-m luego /x[COS<7Tt)—7Tt sen(mt)]dt =

0
X €T €T 1
/ cos(mf)dt—w/ tsen(mt)dt = x cos(mx) = [ tsen(mt)dt = —;sen(mr)—
0 0 0 T
1

1 ! 1

— xcos(mx) = / tsen(mt)dt = — por tanto de (1) resulta/ (z+3)? sen(mz)dx
7r 0 7T 1

12

™

49. Demostrar que la funcién y = f(z) definida mediante las ecuaciones paramétri-
cas r = sent e y = aetV? 4 be~tV2 gatisface la relacion:

(1—2%)y" — 2y =2y



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Cadlculo 48

50.

ol.

Demostracién.
/
2
y = y_f = it(aet\/i — be‘tﬁ) ahora para obtener y” aplicamos la férmula
x,  cos

dada en 8.6 y obtenemos:

2
Yy = c;{;;t [cost(ae™? + be V)2 + sent(ae™? — b=V?)]

de donde remplazando y simplificando en la ecuacion dada se obtiene la pedido.

Sea y dada en funcién de x mediante la férmula:

Arcseny
x = 1 — k2sen?6db,
0

Calcular y”(0), donde k es constante, 0 < |k| < 1.

Solucion.

Notemos previamente que si z = 0 <= Arcseny = 0 y por lo tanto y = 0,
asi entonces:

dx 1
— =+/1—Ek2sen? (Arcseny) ——
-V ( D=

Y

hemos aplicado el teorema fundamental. De aqui:

dy 1—y2,<dy) 4
dr /1 — k%2 \dz ), _,
/ 1 (=2y)y’ / 1 (=2k%yy)
d? - k2y2§2\/1yf;2 - Vi-vs 1fky222

Asi pues: =i T

2
de donde @ =0
dz? ) _,

Demostrar que la funcién y = f(z) definida mediante x = e’ sent e y = €' cost
satisface la ecuacién

y'(x+y)? =2(zy —y)

Demostracidn.
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, Yy, cost— sent

v = z ~ cost + sent’
y// — 1 <y// :L,/ _ aj” yl)
[l‘é]B t vt t Jt
1
asi : y” [e*(—2sent)(cost + sent)

a e3t(cost + sent)3
—e?t(2cost)(cost — sent)]

—2
v = et(cost + sent)3 ademds (v +y)* = e*t(cost + sent)”,

-2
e'(cost + sent)

luego i (z +y)? = ; por otra parte

t— t
2(xy’ —y) = 2¢' sent O~ SEV ) _ et cost
cost + sent

9 ot sent cost — sen’t — cos’*t — sent cost
=2e
cost + sent
2

— - quedando asi lo pedido
et(cost + sent)’ q P

b
52. Dadas las funciones : f(x) = Arc cosw
a+ b cosx
(z) =2 Aret s 0<b<a; 0<z<m)
glx) = rcig Cl—i—ng <a0<z<nm

Calcular f'(z) y ¢'(z), jexiste alguna relacién entre f(z) y g(x)?

Solucion.

49

1 —a senx(a + bcosr) — (acosx + b)(—bsenx)

/ —
Fe) acosz + b\’ (@ + beosz)?
1 (=1~
(a + bcos:c)

JE P

de donde simplificando se llega a: f'(xr) = ———— ahora
a+ bcosx
— JaZ 12
glx)=2- 1 )Y b.secﬁ.l:g/(:p):a—b
1+Z—;Ztg2§ a+b 2 2 a+ bcosx

Como f'(z) y ¢'(x) son iguales f(z) y g(z) difieren en una constante c.
Asi f(z) = g(x) + c. Para calcular dicha constante sea por ejemplo, z = 0,

entonces obtenemos
f(0)=0=g(0) <= c=0.
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53. Sabemos que (e*)" = €. ; Existem més funciones que coinciden con sus derivadas
en todos los puntos?

Solucion.

Sea la funcién f(x) tal que f(x) = f'(z), Vo y sea la funcién g(z) = f(z)e ™
de donde derivando ¢'(x) = f'(z)e ™ — e *f(x) = 0 dado que f(z) = f'(x) ,
asi entonces g(x) = c <= f(r)e " = ¢ <= f(x) = ce®. Asi hemos demostra-
do que el conjunto de funciones para los que f'(z) = f(z) queda cubierto por
la féormula f(x) = ce”, donde ¢ = constante.

54. Si ArctgE +log(v/2? 4+ y?) = 0 demostrar, que:
Y

r_ Tty
Yy = .
r—y
Demostracion.
1 y—a:y’+ 1 12a:+2yy
1+% ¢ VAP 2P+
1 T+
de donde: ———(y — 2y’ + x + yy') = 0 de donde 3 = Y
x? + y? =y
. enx .,
55. Demostrar que si y = se cumple la relacion
NG
2,1 1
22y + xy + | 2 1 y=20
Demostracion.
1
Por comodidad ponemos y = x’%senaz; asi : y = —ix_%sena@ + 2 2cosT
3 _s 1 s 1

5 _3 3 1
Yy = Zx 2senx — §x 2c0ST — ix 2c08T — T 2S8enT

y reemplazando en la relacién se obtiene la identidad pedida.

56. Hallar la curvatura p de la linea definida por las ecuaciones paramétricas:

x = a\/_/ cos— du

Y= a\/_/ sen— du espiral de Cornu
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57.

98.

Solucion.

1!
[T

— ] tiene:
0T () uego se tiene

Sabemos que p =

mt? wt? dy mt?
T, = a\/T cos—: y, = an/Tsen—:asl: —= = L =tg—
¢ m g Y VT 2 de ) 97
vt t
y por féormula de 8.6 : f—g = ———, de donde la curvatura p = L
7 acos3T- a

Si f es derivable y satisface f(zy) = f(x) + f(y). Demostrar f(z) = alog(z);
donde o = constante.

Demostracidn.

Considerando a x como constante, y

d%f(l‘y) = f'ly) = fl(xy) = = f'(y)

1
ahora hacemos y = 1, f'(x) = f'(1)—; pero f'(1) = a = constante, f'(x) =
x

1
a— <= f(z) = a logz
T

Un recipiente lleno de agua tiene la forma dada por la rotacién de y = 2, 0 <
y < a alrededor del eje OY. Demostrar que si el agua sale por un pequeno
agujero en el fondo del recipiente de acuerdo a la ley de Torricelli esto es, con
velocidad (Its/hr.) proporcional v/h, siendo h el nivel del liquido medido desde
el fondo, entonces h disminuye con velocidad constante.

Solucion.

v = /Y, a = constante de proporcionalidad, (I/hr.).

de inmediato: v = - ( variacién de volumen respecto del tiempo) por de-

d
mostrar d_gt/ = constante. (Variacién de altura respecto del tiempo). Volumen

de rotacion del elemento diferencial (ver figura).

d d
dV:szdy<:>dV:7r\/§dy:>d—‘t/:7r yd—i (1)

dv d
por otra parte: P a\/y, reemplanzando en (1) ay/y = W\/Qd—i —

dy « ,
a = — = constante, como se queria.
T
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8.8. Problemas Propuestos

1. Calcular la derivada f'(z), de:

a) f(x)=x2+1+w5cosx b) f(z) = 1\_/Ex(x>0)
o) fla) = T3 d) f(x) = (tge seca)?
2
e) f(z) = % f)f(z) =tgr + %tg:)’a: + %tg%
| 1 1/2
g) f(x) = ~6(1  3eosa)? h) f(z) = (5(386711? - 2603:76))
) 1) =sene? s ) +igt ) g0 = (S0m)

Ik) flx)=R2e+1D)Bx+2)vV3x+2 1) f(z) =/z+ oz ++x

_ lg5 +ctgg

m) f(z) =a(l — 00325)

1) f(x)

A
2 R
n) f(r) = log \/\/ngz i) f(z) = [al5® esens]5/2
O) f(x) = log(aj—{— \/m) . \/W

1 a+b+ Vb2 —a’tg:
p) f(x) = ——=—==log —
Vb2 —a a+b—+b*—a*tgj

@ﬂ@:nzfmme @

r) f(z) = (1+tg(1+ /a))/

s) f(z) = cos(z+/1 + tg°(3wsenz))

t) f(z) = arccos(arctg/log(secy/))

W) f(z) = \/x+ (Arcsen{ﬂil})g

Respuesta.
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a) —2z/(z* + 1)® + batcosx — a°senx

) senx + xcosx  2xlsenx
C —
1+ 22 (14 22)2

(2ax + b)(senx + cosx) + (ax? + bx + ¢)(senz — cosx)
1+ sen2x

c)

) senx
& (1 — 3cosx)?

i) (22 — 5)cos(x? — B5x + 1) — (5662%)%

T

) 2abmnx™ 1 (a + bz")™ 1
(a — bgm)m+t

2zcost + sen’x(tgs + cotgs)
2

) —
n) —2/v1+ a?
0) Va2 + a2 /x>

q) 1/(ae™ + be~"*)

sen?x

s) —sen(z+/1 + tg®(3zsenx))

V1 + tgd(Busenx) + Sz tg*(3zsenx) - sec?(3wsena)

-(3senz + 3xcosz) - (1 + tg5(3xsenx))_%]

1 1 1 — 22
u) [1+ 3(Arcsen { 21: }]2 : : x2]
2\/x+(Arcsen{x++1})3 r*+1 Vat4+a?2+1 1+
x = 2t + 3t*
2. Pruebe que la funcion dada por satisface a la ecuacién: y =
y =t*+2t°

dy\* dy\®
Y oY)
dx dx
. du
3. Siu=2log cotgx A\ v =tgx + cotgx, pruebe que: T tg2x.
x

4. Six=3at/(1+t?); y = 3at?/(1 + t?), pruebe que:

dy 2
—= =2t/(1 -t
Y=ot/ £

5. Calcule @ de:
dx
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a

b

212 4 ot
:U+y
cos(x

c

e

)
)
)
d) acos*(z +y) =10
)
)

y al/?

—3axy =0
y)==x

tgy = xy

f) zcosy = sen(x +y)

Respuesta.

—\Vy/x

d) -1

2 — ay

b)

ar — y>?

e) (y cos®y)/(1—x cos?y)

6. Determine y” de las funciones:

a2 — 2

052t y = bsen’t

SECT COSY = C

= 3axy

a) y=

b) y*

c) x=uac

d)

e)

f) vy’ —a’
Respuesta.

a) —a*/+/(a? — x?)3 c) 0

7. Determine y

" de las funciones:

a) y* —2xy =0

b) y =tg(z +y)

c) y=In senx

d) y=(2* + a®)arctg—
)

)

Respuesta.

a) 0 c) 2cosec’z cotgr

e) 3 _cost

a? sen®t

¢) [1 +ysen(zy)]/z sen(zy)

e) (L—e™™)(e” —e¥)/(e¥ + 1)°

o4

f) (cosy—cos(z+y))/(xseny+cos(xz+y))
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8. Determine 4™ de las funciones:

a) y = cosax

) y=1/(1+2)

c) y = sen’r

d) y=xe”

e) y=log(l+ )

f)y=a"
Respuesta.

a) a"cos(ax + nw/2)

c) —2" lcos(2x + nw/2)

9. Empleando la férmula de Leibniz, halle y™ de:

@) y=(+2)/V7

b) y=1/(1+z?)

c) y = xsenx

d) y=ax""logx
Respuesta.

(=)™ 1-1-3---(2n — 3)
on - (2n+1)/2

a)

n> 2

c) xsen(z + nmw/2) —n cos(x + nm/2)

10. Demuestre que la funcién:

a) y = e* senzx, satisface; y’ — 2y’ +2y =0

1
B) = 5 (e + 20 +2), satisface 1+ (y)” = 2y

__ ktarcsenz —tarcsenx
=5 + 2e

)y

11. Demuestre que la funcién:

, satisface (1 — 22)y” —axy’ —t?y =0

a) y=2e%+ (c + g) e, satisface

y”+y’—2y:em

95
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b) y = bsenz + (cosx + log | cosecx + cotgx|)cosx — 2, satisface

y' +y = cotg’x)
1 2x :
c) y = 4senx + 2cosx + 0° (3sen3z — cos3x), satisface

y' +y = e*cos 3z
d) y=8(x — 1)e, satisface (z — 1)y’ = zy
) arctgy + arcsenx = c, satisface (1 — 22)/2y +1+4y> =0
f) y= Ax + B/x + ¢, satisface y"" + gy” =0
) y? = cx? — a’c/(1 + ¢), satisface
w1 ()7) = (@~ — 0}y
h) x* + y* = a?, satisface

(1 + (y/)?)y/// . By/y//Q =0

Acos (?m) + Bsen (%gx)] , satisface

y' +y +y=0

i) y=eo"

§) wesenW/®) = ¢ satisface

' Yy Y
Y xcos(=) =ycos = —x
x x

k) y = Ae ** 4 Be?® — 2—1062:6(86712% + 2cos ex), satisface
Y — Ay = e**sen2z
) y= Acosx + Bsenz + cosx In cosx, satisface
y' +y = secx
m) zy/(x —y) = ¢, satisface
[2%dy — y*dz] =0
n) y = 10cosz + 3senx — m, satisface
y" +y = 1/cos2zV cos2x

12. @) Suponiendo que y = e*senz, z = e"cosz, probar que:

y// =22, S — —2y

56



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Calculo 57

13.

14.

15.

16.

17.

b) Probar que la funcién y = sen(a arcsenx), satisface,
(1 -2y —ay+a’y =0

Formando la n-ésima derivada de 22", de dos diferentes formas probar que:

> (3) = ey

k=0

Si g(z) = (ax® + bx + ¢)senx + (dz® + ex + f)cosz, determinar valores de las

constantes a, b, c,d, e, f tales que ¢'(z) = x?senx

Respuesta.

Six = Acoswt + Bsenwt + (E/2w)t senwt, demuestre que:

d2
_x+w2

e z = F cos wt

Si t/y+ 1/ x/y = 2z demuestre que:

n+-2 m+1

Y
dxn+2

Yy
dmn+1

(x? — 1) + (2n+ 1)z

Indicacidén: use induccién.

Calcular F'(z), si F' esta definida por la férmula:

2

a) F(x)—/x "

23 14+ ¢4

b) F(z) = sen < /0 " sen ( /0 " sen’t dt> dy)

0) Flz) = /t " et

gx

Respuesta.

a) 2213 /(1 + 2®) — 3229 /(1 + x'?)

c) Vet — sec’x - tgw/ eto®
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18.

19.

20.

21.

22.

Una funcién ¢ definida para todo nimero real positivo satisface las 2 condi-
ciones siguientes: g(1) = 1 y ¢'(2?) = 23 para todo x > 0. Calcular g(4).

Respuesta.

67/5.

CcosT d
Siy = / (z — t)sent® dt calcule iy
23 dz

Respuesta.

COST
/ sent® dt — x[senx sen(cos’z) + 3x*senat]
3

1
+§sen2x sen(cos’x) + 3x° sena®

Dejando en la forma maés simple posible, calcular:

d2
a) d_xz de 2% —3axy +y> =0*
d 1 1 1
b) % de y= §x3 Arctgx + 6 log(2® +1) — 6.7:2
Respuesta.

2zy[3axy — (a® + 2°)]
(y? — ax)?

2)

b) 22 Arctgx

Tomando a y como variable independiente transformar la ecuacion

dy d3 2y 2
4225 (2) -

dx dx3 da?
Respuesta.
dS
Pr
dy?

Cambiar la variable x por 6, en la ecuacion:

d*y 2z dy Y

i 11de (422

mediante la relaciéon x = tgf
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Respuesta.
d?y
W +y=0

23. Transformar la ecuacion:

d?y dy\*
(v =4y +5) 5= (y—2) (%) = (* — 4y +5)**log(y — 2+ V/y2 — 4y +5)

mediante la relacién y = senh z + 2

Respuesta.
d*z
——2z=0
dx?

24. Pasar a coordenadas polares (x = rcosf; y = rsenf)) la expresion en coorde-
nadas cartesianas: y" = [1 + (y')?]%/2

Respuesta.
r? 4 2(7")2 — = [7,2 + (7,/>2]3/2
25. Si (14 2v/2cos 2x)y*> = 1 demostrar que:

y' =yBy*+1)(7y* - 1))

26. Demostrar que la ecuacién (1 — x?)y’ — zy + 1 = 0 se satisface tanto para

Arc cosx log(z + Va2 —1
= ———— como para y =
Y V1—2a? paray x2—1

27. Dadas las funciones:

Vii+1l—za
vVz+1+x
2

1—x
b) f(x) = Arc c0sT 3

3
2

a) f(x) =log < ) o g(z) =2log(Va? +1 - 1))

g(x) = 2Arctgx para 0 < x < oo.

Calcule f'(z) y ¢'(x). {Existe alguna relacién en f(x)y g(z)?

Respuesta.

a) y b) si existe, difieren entre si en una constante real arbitraria.

28. Encontrar @ Si:
dx
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29.

30.

31.

Respuesta.
log(y)™ — y*
a) —F———
log(z)® — 22
2x

b) o 18€H($2 +1)
C) 46(4x-|—1)2 _ 26(255—3)2
d) 2

x
6) 6(430+1)2 _ 26(29073)2

Demostrar que en toda circunferencia la curvatura es constante e igual al valor
reciproco del radio.

Dada la funcién:

Calcule la derivada de f en todos los puntos donde sea posible.

Sea:

[cos (§x) — 1] l siz <O
2 T

1 9
x2cos? (—) — gx siz >0

fz) =

T

. Es posible definir f(0) tal que f resulte continua en todo R? ;y derivable en
todo R?. Calcule la derivada donde sea posible.
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32.

33.

34.

35.

36.

El agua entra en un tanque hemisférico de 10m de radio ( la parte plana hacia
arriba). En un instante dado, se h la altura del agua medida desde el fondo, r
el radio de la superficie libre del agua, y V' el volumen del agua en el tanque.

Calcular T en el instante en que h = bm. Si el agua entra a razén constante

d
de 5v/3m? por seg. Calcular d—;, el coeficiente de variacion de 7, el el instante
t en que h = bm.
Respuesta.
av d 1
e 75m m®/seg.; d—: = w—ﬁm/seg.

Sea 2% + 32 =1

a) Suponiendo que existe i’ demostrar que y’ satisface la ecuacién x?+y?y’ =
0

b) Suponiendo que existe 3’ demostrar que y” = —2xy > siempre que y # 0.

A un cono recto circular invertido le entra agua a razén de 2em3. por minuto.
La altura del cono es dos veces su diametro. ;A qué rapidez sube la superficie
del agua cuando la misma alcanza una profundidad de 10cm en el cono?

Respuesta.

0.102 cm/min.

Un hombre esta parado en un muelle y jala un bote por medio de una cuerda.
Sus manos estan a 3m por encima del amarre del bote. El bote esta a 3.6m,
del muelle. Si el hombre jala la cuerda a una velocidad de 90cm/seg., (a
qué velocidad se aproxima el bote al muelle?

Respuesta.

1.17m/seg.

En una fabrica de cemento se deposita arena de tal manera que forma una pila
conica cuya altura siempre es igual a los 4/3 del radio de la base.

a) ;Con qué rapidez aumenta el volumen cuando el radio de la base es de
90cm. y el cual aumenta a su vez a una velocidad de 1/8cm/min.?

b) ;Con qué rapidez aumenta el radio cuando tiene 1.80m. y su volumen
aumenta a una razén de 3m?/min?

Respuesta.



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Calculo 62

37.

38.

39.

40.

a) 1350w cm?/min b)1/1,447 m/min

Un punto se mueve sobre la pardbola y?> = 12z, de manera que la abscisa
aumenta uniférmemente 2cm/seg. jEn qué punto aumenta la abscisa y la
ordenada a la misma razén?

Respuesta.

(3,6)

Un coche de carreras viaja a una velocidad constante de 90 millas por hora
sobre una pista circular. Suponga que hay una fuente de luz en el centro de
la pista y una valla tangente a la pista en un punto P. ;Con qué rapidez se
mueve la sombra del coche sobre la valla cuando el coche ha recorrido 1/8 de
la pista desde P?

Respuesta.

180 millas por hora.

Una linea recta paralela al eje de las Y se mueve de la posiciéon x = —1 a
la posicién x = 1 a una razon constante v, intersectando el circulo unitario
2% 4+ y? = 1 y dividiéndola en un area a la izquierda S y un é4rea a la derecha
m— 5. ;Con qué rapidez crece S cuando la recta esta en posicién z = 1/27

Respuesta.

V3v.

a) Un pistén el cual es libre de deslizar a lo largo de una linea recta estd unido
mediante una barra a un punto fijo en el borde de una rueda (fig) el largo
de la barraa es [ y el radio de la rueda es r, relacionar la velocidad del
pistén con la velocidad de rotacion de la rueda.

i B

f—— x
Figura 8.11: Problema 40 a
b) Si la rueda rota con una velocidad angular constante de wrad/seg., en-

contrar la velocidad del piston cuando el punto de union se encuentre en
la posicién mas alta de la rueda.
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41.

42.

43.

44.

45.

Respuesta.

a) dx/dt = —rxz senf /(x — rcost) % b) rw

Una particula se mueve alrededor de la elipse 1622 +9y? = 400 en el sentido de
las manecillas del reloj, sobre que punto (S) de la elipse la ordenada decrece
al mismo ritmo que la abscisa crece.

Respuesta.

(—3,—16/3).

Un punto se mueve a lo largo de la pardbola y? = = de forma que su abscisa
aumenta de una manera uniforme k unidades por seg. La proyecciéon de P
sobre el eje de las = es M. ;Con qué rapidez aumenta el drea del triangulo
OM P cuando P esta en el punto de abscisa x = a.

Respuesta.

3 ky/a unidades por seg.

2x—4 2r—2
N 1 ¢ 1
Si f(x) = ¢ / dt — e? / dt. Determine el valor de z, tal
9 log t 9 log t
que:

f(x) =2 f(x)

Respuesta.

r=3/2.

Cambiar la variable z en la ecuacion:

1
por la variable t dada por t = —.
x

Respuesta.

2
%—l—aQy:O.

Calcular d*y/daz? si y = Arcsenx / /1 — 22 para |z| < 1.

Respuesta.
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46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

(1 — %)% Arcsenz + 3z(1 — 22)™5/2 . (/1 — 22 4+ x Arcsenx).

1
Sea f(x) = arctgr — x + §£E3. Examinar el signo de f’ para demostrar que

1
T — ga:?’ < arctgr si x > 0.

Demuestre que si una bola de nieve puesta al sol disminuye su volumen con
velocidad proporcional a su superficie, su diametro disminuye con velocidad
constante.

Sea y = f(u), donde u = g(x). Demostrar

d*y = " (u)du® + 3f" (u)du d*u + f'(u)d*u

Demostrar que si un mévil se desplaza con una rapidez dada por V' (t) = m
entonces la rapidez media en cualquier intervalo de tiempo [t1, 5] es igual al
medio geométrico entre la rapidez inicial y la rapidez final del mévil en ese
intervalo.

Demostrar que las curvas y = f(z) (f(z) > 0) e y = f(x)senar a =
constante, donde f(x) es una funcién derivable, son tangentes una a otra
en los puntos comunes.

Arg sen hx
Siy = ————, demostrar que: (1 + 2?)y’ + 2y = 1.

VS e que: ( )y + zy

a) Sea P un punto en la curva 2*> = 2y + 1. Q el punto donde la tangente
en P corta al eje Y. Demostrar que el AQOP es siempre isésceles (O:
origen de coordenadas).

b) Un espejo tiene la forma dada por la curva x? = 2z + 1. Dado que el
angulo de incidencia es igual angulo de reflexion, mostrar que los rayos
luminosos que salen del origen se reflejan paralelos al eje X.

Demostrar que la funcién

f(z) = 2"[A cos log x + B sen log z]

donde A y B son constantes arbitrarias satisface la ecuacién:

2%y + (1 — 2n)zy + (1 +n?)y =0

54. Comprobar que la funcién:

Sk

y=ev? (5005i + 28€ni> + eV (4008i + 386”1)

V2 V2 V2 V2
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99.

96.

57.

28.

satisface la ecuacién: y* +y = 0.

Demostrar que:

Indicacién: Use induccidn.

Determinar el angulo formado por las tangentes a la izquierda y a la derecha
a la curva:

a) y=+v1—e** en el punto x = 0

2
b) y= Arcsenl +Ix2

en el punto z = 1.

Respuesta.

a)2 Arc tcm|—,1€| b) 5

Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva:

2t + 12
x:
14¢3

22—t
1+ t3

Y

en los puntos:

a) t=0

b) t=

c) t=o00
Respuesta.

A)y=zy=-r bly=3r—4y=1-2 cy=-z;y=1

Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva:
y=(r+1)vV3—=x

en los puntos:
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59.

60.

61.

62.

63.

Respuesta.
a)y=VAz+1)y=-L@+1) bly=3%2=2 o

Si f(z) = 2% e =, demostrar que

(=1)"n(n —1)

an—2

F(0) = ; (n=2)

Indicacién: Use la férmula de Leibniz.

Demostrar, para n € N; n > 1, que:

[ 3 :|(n) 0 si n es par

2 =11, | )
o= —n! si nesimpar

66

Una lampara dista 10m de una pared y estd colgada a una altura de 3m.
respecto al eje de un sendero perpendicular a la pared. Un hombre de 1,75m
de altura camina por el sendero hacia la pared a razén de 1m/seg. ;Con
qué rapidez sube la sombra de la cabeza por la pared cuando esta a 3m de

ésta?

Respuesta.

0.255 m/seg.

Un avién se desplaza en vuelo horizontal a 8km. de altura. (Se supone la tierra
llana). La ruta de vuelo pasa por encima de un punto P del suelo. La distancia
entre el avién y el punto P disminuye a razén de 4 Km./min. en el instante en
el que esta distancia es de 10K m.. Calcular la velocidad del avién en Km/hr.

Respuesta.

400K m/hr.

Encuentre f'(x) de las siguientes funciones:

a) f(x) = (logz—1)(xArcsenz++v/1 — 22)—/1 — m2—|—% log (

(0<z<1).

14+ V1422
1 —+v1—2a?

b) f(z)=ax+2logz+2vVr+1—log(vVx+1+1)+log(vr+1-1)

1
c) f(x) =tg (Arcsecz) + 3 tg® (Arcsecx)

d) f(z) = <x - %) (Arcsen \/T) + %x\/ﬂ

)

I
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e) f(z) = log(1 + /2 sen(Arctg senx)) — log(1 — V2sen(Arctg senz)]

1
22
Respuesta.

\/$+1+1 C) 23
Vz+1-1 i1

d) Arcseny/z e) (1 — sentz)/?

a) logx Arc senz  b)

64. Encontrar el polinomio: y = 2% + a127 + ap2% + - -+ + o tal que satisfaga la
ecuaciéon vy’ +xy' — 8y =0

Respuesta.

y = 28 4+ 282° + 2102* + 42022 + 105

65. Un mévil se desplaza en linea recta con aceleracion creciente en el intervalo
de tiempo [O, T|(T > 0 constante). Demostrar que la velocidad media en este
intervalo es mayor que la velocidad en el punto medio del intervalo.

8.9. Funciones Hiperbdlicas

Asi como otras funciones las hemos estado utilizando aunque no en profundidad,
por lo que es conveniente que las estudiemos un poco.

Frecuéntemente en andlisis matematico se presentan ciertas combinaciones de fun-
ciones exponenciales que merecen se les dé nombres especiales y que se estudien como
ejemplos de nuevas funciones. Estas combinaciones se denominan: seno hiperbdli-
co (senh), coseno hiperbdlico(cosh), tangente hiperbdlica (tgh), etc., y se
definen como sigue:

er —e " er +e" senhx e —e™”
senhr = ———, coshx:+—,tghx: = ,
2 2 coshx  e*+e®
h h L tgh
coshx = sechx = —— cotghx =
senhx’ coshz’ 7 tgh x

Se llaman funciones hiperbdlicas porque se pueden referir a una hipérbola de la mis-
ma manera que las funciones trigonométricas estan referidas a la circunferencia. Las
graficas de senh, cosh, cotgh se dan en las figuras precedentes, ademés podemos decir
que sus propiedades algebraicas son similares a las de las funciones trigonométricas.
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y=cosh x Ay Ay
Q
1 1
0 > x 0 » X
y=tghx
y=senh x \
Figura 8.12: y=cosh(x),y=senh(x) Figura 8.13: y=cotgh(x),y=tgh(x)

8.10. Ejercicios Resueltos
1. Pruebe que las derivadas de las funciones hiperbdlicas estan dadas por:
(coshz) = senhx; (senhz) = coshz; (tghx) = sech®x;
(sechx)' = —sechx - tghz; (cotghx) = —csch’x;

(cschz) = —cschx - cotghx

Prueba:

Ay ef—e *
(coshx) = (%) = ( 5 ) = senhx

!/
(senhz) = (ﬂ) = (%) = coshx

2

En forma anéloga Ud. puede verficar las derivadas restantes.

2. Resolver coshx = 2

Solucion.

coshz =2 = (" +¢") =2 =
= e —4e"+1=0= ()2 -4+ 1 =0 =

= " =14+ V12) = z =1log(2 £ V3)

3. Analice la funcién coseno hiperbélico (cosh).

Solucion.

coshx tiene las siguienes propiedades:
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es positivo

)

b) su dominio es R
) su recorrido es [1,4+00), porque coshQ = 1, coshz > 1A coshxz > 3¢”
)

es una funcién par porque e + e~ (7®) = ¢* 4+ ¢ es decir, su grafico
es simétrico al eje Y (fig) ademas de este se puede observar que el punto
(0,1) es un punto minimo.

4. Probar:

a) —senh?x + cosh?z =1

cosh?z + senh?x = cosh 2z

S

senh2x = 2senh x coshx

o

IS

senh(x +y) = senhx coshy £ coshx senhy

9]

tgh’z + sech?v = 1

~

g) cotgh? — cosech’zr =1

)
)
)
)
) cosh(x £+ y) = coshx coshy + senhx senhy
)
)
h)

(coshx + senhy)™ = cosh(nx) + senh (nx), n € N

xT

Prueba: Como cosh + senhx = e* A coshx — senhx = e~*, multiplicandolas

miembro a miembro resulta: cosh’x — senh’x = 1.

—z 2 z_—=x 2 z ,—2x
b) cosh®r + senh*r = <ez+2@ ) + (e = > = e — cosh 2

)
=ty e~ (z+y) eTte™T eY_e~Y

cosh(z +y) = 5 =&£L— .=

x

+ew_26_ ) ey_;—y = coshx coshy + senhx senhy.

Nota: ¢), d), f), g) y h) quedan propuestos, por se andloga su solucién.

5. Hallar dy/dx en:

1 1
a) y= Zsenh 2x — 37
b) y =log tgh 2x
Solucién.
a) j_gyc = 1(cosh 2x) - 2 — 5 = L(cosh 2z — 1) = senh’x
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dy _ 1 2p =2 @ _
b) dr ~— tgh 2:02 sech”x = senh 2x cosh 2x 4cosh 4

6. Defina y explique la inversa de la funcién seno hiperbdlico andlogamente para
las funciones: coseno hiperbdlico y tangente hiperbdlica.

Solucién.

La aplicacion senhy, es estrictamente creciente de R sobre R la aplicacién
inversa tiene las mismas propiedades.

Definicion
La aplicacion inversa de senh y se llama argumento seno hiperbdlico y se es-
cribe arg senh x;x, y € R; por tanto x = senh y <= y = argsenhx. Su

grafico se deduce a partir del grafico de senhz, como es sabido por simetria
con respecto a la bisectriz y = x

Derivada.

1
De la propiedad (f~1)" = 7 resulta
1 1 1

(senhy)  coshy V1 + senh?y VIt

(coshy > 0)

pues: y = Argsenhx <= x = senhy

Entonces
1
(Argsenhx) = —, andlogamente se obtienen
V14 22
1
(Argcoshz) = ———; |z| > 1; (+) st z>1 y (=) si z<1
+va? -1
1
(Argtghz)' = ﬁ; lz] <1

7. Six = senht e y= senhpt, pruebe que:

y . dy
(4G + gy =P ()
Solucién.
Como % = g—z‘é—f —> pcosh pt = % cosht = Z_g = P_(fgj’;lft

Py _ Py (dz\? | dyd’x 2 _ &y 2 | peoshpt
= (dt) + %5 = p senhpt = 4 (cosht)® + o senh t
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de donde: _y _ p?senh pt—pcosh pt tght
© dx? cosh?t

, luego reemplazando en (*)

2 p2senh pt—pcosh pt tgh t pcoshpt __ 2 .2
cosh?t - g + sen ht® -5 = p” senh pt = p*y

8.11. Funciones Hiperbdlicas Inversas y sus Férmu-
las de Derivacion

senh™'u = log(u + V1 + u?); cosh™'u =log(u + vu? —1),u >1

14w u—+1

tgh™'u = —log ,u? < 1; cotgh™u = log L u?>1

1—u -1

1 1 — u? 1 V1 2
sech™'u = log u, 0 <u<1; cosech ‘u = log (— + ¢> , (u#£0)
Si u es una funcién derivable de =z,

1 1 du

(senh™tu) = mdx. (cosh™u) = \/7dx > 1

1 du 1 v 1 du
(tgh™'u) = T2 , u? < 1; (cotgh™'u) =1t > 1

—1 —1 du

(sech™'u)" = 0<u<1; (cosech™u) =

umdx PV arer =

8.12. Ejercicios Propuestos

1. Pruebe que:

a) %(ebg(”ﬁ/m) — e lEEHITD) — g vz € R

b) = = log (tg (% + %)) implica tghg = tgh% A tghx = seny A coshr =

cosy

2. Resolver los sistemas:

a) argsenhx = 2argsenhy
3logx=2loguy

b) coshx + coshy =a
senhx 4 senhy = b
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3. Hallar 3/ en:

1
a) cotgh™'= =y
x

)
b) y = sech™ (cosx)
¢) y = In\/tgh 2x
d) = =asech (y/a) —/a® — 42

T —x 3
) e’ —e
(& = _—
Y (em—l—e—m)

31

4. Demostrar:

1
a) y= acoshy verifica y'=—1+9y"?
a a
b) Siy = Acoshbr + Bsenhz se verifica v’ = b?y (A, B, bctes)

5. Calcule la derivada n-ésima de y = e~ **"?cosh(zcosha)

6. Encuentre ¢/, si y = In(senh(z + cosh?x))

eiz + e—iz eiz _ e—iz
7. Sicosz = — senz = — Probar:cosz = cosx coshy—isenx senhy

donde z = x + 1y.

8.13. Integracién
Integrales inmediatas

ot

senhudu = cosh u + ¢; /coshu du = senhu + ¢

unJrl
1. "du = -1
/u u n+1+C (n # —1)
2. /u_ldu:log|u|+C’
3. /a“du: a“+C;/eudu:e“+C’
oga
4. /senudu——cosu—i-c; /cosudu—senu—i-c

secudu = tgu + c; /coseczu du = —cotgu + ¢
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d 1 1
a2 —f—U,Q a a a a

u u
= Arcsen— + ¢y = —Arcsen— + ca; (a > 0)
a a

8/du
) Ve—e

En todas estas formulas la variable u es una variable independiente o una funcién
derivable de alguna variable.

Observacién.

1
/f )+cent0nces/f ax +b)dr = —F(ax +b) + ¢
a

Nota: Expondremos fundamentalmente 5 métodos de integracion.

8.14. Integracién por Sustitucion

El método consiste en sustituir x por g(t) donde g(t) es una funcién continuamente

derivable, asi se tiene:
[ s [ flatos @ a

con el objeto de llevar la integral a una de las integrales inmediatas expuestas en
8.13 y después de integrar deshacemos el cambio de variable mediante la sustitucion
inversa t = g~ *(z).

8.15. Ejercicios Resueltos

5422 —2 1
1. a) I:/Gx +x Ox + d
T —2

b) I = /(Qx—l— ' dx

I—/ dx
Vil
d) I = /senzxdx
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Solucion.

11 d
I:/(6x2+13x—6——)d:z::6/:zc2d:1:+13/xd:1:—6/d:v—11/ L
T — 2 €r — 2

I =223+ 82?2 — 6z — 11log |z — 2| + ¢

a)

b) Usando la nota de 8.13 tenemos de inmediato

1(2 7)18 1
/(2x+7)17dx = 5% +c= %(293—1-7)18 +c

[_/\/FJM/_

2
11/2 1/2 _ =z 13/2
P (x+1) d:z:+/:c dx 3[(x+ )7+

1 — cos2x
d) Usando la férmula trigonométrica sen?r = — tenemos

(/dx—/cosZmdx) x——sen2x—|—c

2. a)l= /cosh2(6x+4)dx
b) ]:/2‘1—5”
> +x+1
/ dx
c) [ = | ———
Vb —x?2 —4x
z—1
d) I :/ = dx
) I:/ cos 2x dx
COST — SenT
<2x+1 - 5:(:—1
[= | ——d
R e
Solucion.

a) Como cosh? = ©sh20+L " tenemos

I = /[1 + cosh(12x + 8)] /dm + = /cosh (12z 4 8)dx

I =1z + Lsenh(12z +8) + ¢

d 2 2 1
b)[:/( i = —Arctg vt +c
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2
c) I:/ d :Arcsenx+ +c
9— (z+2) 3

d) I:/xl/?’dx—/x2/3dx22x4/3—3:c1/3+c

cos*r — sen’z
e) = | ————dx = [ coszdx+ [ senxdr = senx — cosx + ¢

COST — Senx

2% .2 5251 1
f) I—/ dx—/ dx—2/5_mda:——/2_$d:v
2%5% 2%57 5

_ 2 -
I= _10g55 +

xT
510g22 t+c

3. Hallar:

/sene *d
/x an )1/2

/ sen 2:6 lntg:c

Solucioén.
a) Sea u = e ¥ = du = —e *dz luego: I} = —/senudu = cosu+ ¢ =
cose " +c¢

du u
b) Seauzlogmiduz;:>[2:/m:amsen§+c:

log x
arcsen

+c

c) Sea log tgr = u = tgx = e

%sen 2zdu, luego

dr = e*du = dx = tgx cos’z du =

’cos:c

sen2xzdu 1 [du 1 1
L =1 —/— ~—_- ] =2 = —log(log ¢
3 2/usen2x 2 ) w 28" 20g(og g7) + ¢

4. Hallar:

log(log z)dx
xlog x

ne [
L= [
ne [
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Solucion.
i log udu
a) Sea logr = u = ¥ = du, luego I, = , sealogu=v —
U

1 1 1

= v =1, = / vdv = 51}2 +c= §(log u)? +c= §[log(logas)]2 +c
1-— 2t
b) Sea x = 6t, dz = 6dt luego: Iy = /&Gdt, como
sendt

1 — cos2t = 2sen’t y sendt = 3 sent — 4sen3t entonces

I — 6/ 2 sen?tdt _ 19 / sentdt _ 12/ sentdt
3sent — 4sen3t 3 — 4dsen?t —1 + 4cos?t
du
1 —4u?

y con el cambio cost = u = —sentdt = du = I, = 12/

= I, = 6arctgh2u+c = 6arctgh(2cosg) +c

(u—1)2du

c) Seax:(u—1)2:>dx:2(u—1)du,:>13:/
u

:2/(1—%)duzQu—2log(u)+c:2(1+\/E)—Qlog(1+\/§)+c

=2z —2log(l + )+ 1

5. Calcular:

a) /secx dx

b) / (x —a)" Yz — b))~z

) / dx
c
asenx + bcosx

Solucion.

) I / secx(sect + tgzr)dx / (sec’z + secx tgzr)dx
a - =
! secr + tgw secx + tgw

Sea u = secx + tgr; du = (sec’x + secx tgx)dx, luego:

du
I = | — =log |secx + tgz| + ¢
u
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n—1

b) Sea u = = = du = ¢ da: luego como I, = /(x—z) :
l’_

dzx _ 1 u"_ldu—u—n+c— 1 Tr—a n-}-c
(z=b)2 ~ a—b _n(a—b) _n(a—n) )

c) Sea a = kcosa; b=ksena = k = +/a? + b?, luego I3 queda:

/ dz / 1
13 et g _—
k(senz cosa + cosx sena) ksen(z + o)

dzx ”+0‘ )dx

sec?
= v / 2 sen(E5%)cos 5 Gra) ~ a2 + b2 / 2tg ”O‘ ’

sea  u=tg (%) = du = sec* (%) - 5

1 du

B 1 loe It T+ o
VAR | w T R R ogltg | 5 | +¢
con o = arccos (a/va? + b?).

luego: I3 =

6. Hallar:
dx
a) I = /—xg(x2_4)1/2
2
D) I, = r*dx

vae+1
Iy = / v
s Va2 -1
Solucion.

2sech tgh db

a) Sea x = 2 sec) = dx = 2secf tgh db entonces: I} = /W

1 0 senf cosf
8/603 0do T (14 cos26)db 16+ 16 +c=

I, = g (arcsect + sen(arc sect)cos(arcsent)) + ¢

2_12 4_22 1
b) Seau2:$+1:>2ual“:d$:>]2:/(u U )'du:/&du:

1 4 1)4
12:/(u3—2u+—)du:uz—u2+10g|u|+c:(x+ )
u

—(z+1)2?+loglr+ 1] +¢
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sec®d sech tgh
tgl

I3 = /36049 df = /86026’(1 +tg*0)d = /86029d0

¢) Sea x = sec) = dx = sech tgf d) = I3 = / do

1
+ / sec?d tg*0 df = /86629 do + /tg29 d(tgh) = tgh + gtgse

+c = tg(arcsecx) + stg®(arcsecx) + ¢

7. Hallar:

1
0) [1:/ rsen o dr

1 — 2zsena + x2

dx
b) I, =
) L2 /x\/4x2—4x—1
Solucion.

a)

2
cos‘a — sena(x — sena
1 — 2z sena + 22

dx senq / 2x — 2sena
. dx

2
= cos’a —
/ cos’a + (x — sena)? 2 1 — 2zsena + a2

Cl?*.SeTLCM)

__ seno _ 2
—cn 2% ]og |1 — 2z sena + 2% + ¢

= cosa arctg (

b) Sea x =1/t = dx = —1/t* luego:

I / —dt 20+ 1 n
= | —— = —arcsen—— +c¢
) R-(tr2p 2v2
8. Hallar:
ae® —b
I = d
@) h /aew +b *
b) I, = secx dx

V/senx cosx
c) I3 = /az b?* 3 dx

Solucion.

78



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Cadlculo 79

a:/2 bem/Q

&69”/2 + bez/?

con lo que I; = 2/— =2 log ‘aex/Z + be“/Q\ +e
U

——— dx,sea u=ae*?+be?; du = %(ae — be~/?)dx

we [
b=

120y = 2(tgx)V? + ¢

,sea u = tgr = du = sec’v dr =

C) [3 _ /6xloga€2xlogbe3x dr = /e(loga+2logb+3)x dr =
e(log a+2logb+3)x + . a > 0
log a+log b+3 = b>0
9. Hallar:

7 _/ dx
e V1 —sen2z

Axr+ B
by L= | ————d
) I /aazQ—i-bx—{—cx

dx
c) Is =
) /\/(:E—a)(b—a:)

Solucion.

B dx _@ d—x_\/_E
?) II_/\/l—cos(ﬂ/2—2x)_ 2 /36n<7r/4_x)_ 2

s \/§ T X
- 4 - _1 <_ n _>
/cosec (4 x) dx 5 log Itg 53 |+ ¢

I /%(an—l—b)vL(B—%) A/ 2ax +b
2 = =5

ax?+br +c 20 ) ar?+br+c

1 A 2ar +b
B 4b /—d :—/—d
+( 2“) ax2+b:r+cm 2a axz—l—bx%—cx

dx

+(B—- 4 l/ ; en la primera
( Za)a [(w—f—%)Q—i—C—%]
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ax? 4+ bx + ¢ =t en la segunda x + % = u; queda

dt+ B_Ab 1/ du 7A10 ]+ B_Ab 1 tu
2“ t 2 ) a ] uw2+k2 2a & 2a ak;amgk

(at55)

+c =2 log lax? + b +c| + (B — 22) Larctg™—2= + ¢

2
en que k = 0—41’7.

¢) Sea (x —a) = (b— a)sen*u = dx = (b — a) 2senu cosu du =

= / (b — a)2senucosu du _ o senu cosu du B
o V(b —a)sen?u (b— a)(1 — sen?u) vV sen?u cos*u
2/du:2u+c:2arcsen Z;_a +c
—a

vr+1+1 +1 de
ve+1-—1

b) I = /COS5x\/S€Tl$ dx

log xdx

rv1+logx

10. a) I =

c) I =
Solucién.
a) [ = [TV gy = [de +2 [ Ldp + [ YEHdr

Para la integral [ Y*ldz sea x4+ 1 = 2 <= dx = 2tdt, asi [ YiHdr =
2 [ wdt =2 [ L7 1+1dt_2fdt+2ft+_1dt

t2—1

=2 [dt— (ft%ldt—ft_%dt) =2t —log |t + 1| + log |t — 1|, finalmente
I=xz+2loglz|+2vVe+1—-log|vVer+1+1]+log|lvVr+1—-1+c¢

b) I = [(1— sen’x)*\/senzcosz dx; sea t* = senx <= 2t dt = cosz dx
I=[(1—t"22tdt =2([t*dt —2 [ tdt + ['°t)
I = 2(senz)3/? — 2(senx)"/? + Z(senx)''/? + ¢

c) Seau:logx@du:idxasi:lzf\%%

ahora 1 4 u = t? <= du = 2t dt; luego: ]—QIM

I:2(ft2dt—fdt):2§—t+c:%(1+loga:)3/2—2\/1+logx+c
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11. Calcular:

Solucion.

_ cosx dx
f \/1+sen236 cosx f V1+sen2zcos?z’

, sea
uzsenx@duICOSxdij:f%

ahora u = tgh <= du = sec*0 df y queda

sec _ cosb . _ .
T tg2€d0 o 5 d0; finalmente hacemos senfl = ¢, luego:

— dt dt
I= 1—2t2_2(f1+ft+f1 \/it)

I = ;ollog(1 + V2) — log(1 — V2t)]

I = 5=[log(1 + V2sen(Arctg senz)) — log(1 — v/2sen(Arctg senz))] + ¢

B

8.16. Ejercicios Propuestos

a)[:/ ("~ Ndr b)/
(x4 + 322 + 1) Arctg™= \/1+$2+ (z + 22)3

vrz+1—2x senz + cosx
¢c) | ————dzx d) dx
1—=2 (senx — cosx)'/3
dx Vo —1
SR — f —d
e)/1+m )/6(%—1)"””
dx
g) / h)/\/a+4xdx

asenx + bceosx + ¢

i / dx )/ dx
(senzcosx)? V] e yes

seny/x + 1d ) / cotgr dx
— x —
Vr+1 cotg?x — 1

k)
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e dx x— ldx
m) [ ——— n) —
Vit+er T+ 1w

. dx V3t
n>/\/2x—l—1+\/m+1 2 v

Respuesta.

a) I =loglu| +c=log|Arctg (z + 1) | +¢

b) 2v1+V1+a2+c
¢) —2(z—1)*"+c

a = ksena
g) Haga ¢ b= kcosa

c=k
Arctge® + ¢

8.17. Integracién por Partes

Sean g y h dos funciones definidas en el intervalo [a,b] y que admiten derivadas
continuas ¢’ y h' sobre [a, b]. Entonces para todo z tal que a < z < b se tiene que:

/ (R (t)dt = g(x)h(x) — gla)h(a) - / g h(t
en particular . .
| st = gorol - [ o @n

poniendo u = g(t) y v = h(t) se tiene du = ¢'(t)dt y dv = I'(t)dt y la férmula de
integracién por partes toma una forma abreviada que es més facil recordar:

/udv:uv—/vdu—i—c.

Nota: Para usar esta formula hay que reducir convenientemente el integrando a un
producto de dos factores: una funcién y el diferencial de otra funcién.
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8.18. Ejercicios Resueltos

1. Hallar:

a) / x* cosx dx

b) /log xdx

c) / 2% arctgr dx

Solucion.

a) Seau = 2* = du = 2zdzAdv = cosxdr = v = senx luego /x2cosx dr =
risenx — /sem: 2z dzr; nuevamente sea u = xr = du = dr N dv =
senx dr = v = —cosx, con lo que:

/JZQCOSZE dx = 2*senz — 2[x(—cosz) — /(—cosx)dx] = z’senx

+2x cosx — 2senx + ¢

b) Seau:logx:du:%da:; dv = dxr = v = x luego:
/logmdmleogx—/dx:xlogx—x—i-c:x(logx—l)—l—c

Ay = arctgx

¢) Sea dv =z*de = v =%

= du =

e —Ldz, luego : /:U?’arctgx dz

4

. zt zt 1
= (arctgx)% — mdx = are tgr — 1

i [ 2
(2 — 1)dz
1+ 22

[I—; —x+ arctgw} +c= i(x‘l — Darctgr — %mg’ + %x +c.

dw} = ﬁarctgx —1

4 4

2. Hallar:

e senbx dx

e sen 3x dx

b) I, = /e Tcosbx dx
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Solucion.

a) y b) Sea u = e* = du = ae™x A dv = senbx do = v = —jcosbx

luego I = e™ (—%cosbx) + 31>, andlogamente para I, llegamos a:

I, = %e‘” senbr — 311, de donde resolviendo este sistema de 2 ecuaciones re-
sulta:

L = %:bz(asenbx — beos bx) + 1\

ax

Iy = 5 (bsenbx + a cosbr) + ¢y
para c¢) es inmediato que:

2x
Is = 61—3(2 sen3x — 3cos 3x) + c.

3. Hallar:

W / ridx
a —=
! (xcosx — senx)?

2
1
b) I, = /ex(x——i_d:p

x+1)2
)1 zlnxdr
c = | ———
’ V1—2a?
Solucion.

a)

x? senz dx
I]_ - 27
senx(x cost — senx)

sea U = —— = du = *FEL ]y
senx sen<x

v dy = —wsenede x senx dx
(z cosz—senx)? (Z'COSZL‘ _ senx)Q ?

de donde haciendo el cambio de variable:

t = xcosx — senx = dt = —xsenx dx; luego
a1 1
v= [ -5 =-=——"—,conloque
t t xcosr — senx
I . 1 (senx — x cosz)dz
L = “senz (zcosz,senz) (J}COS.I' _ S€’I’LZL‘)S€TL2[E7

xT

finalmente: Il - senx(zcosr—senx)

— cotgx + c.
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1)2 -2 .
b) Iy = /e’”wdx = /e’”dw— 2/ Ldl?, calculamos la se-
(z+1) (z+1)?
gunda integral por partes, sea

u:xexédu:(xex—l—e)dx/\dv— ) = v = ——— con lo que:

Jr
/ redx L, 1 +/ oy xe’ e
— = —xe e'dr = — e
(x4 1)2 1+z 1+z ’

x) tc= (xlj;):

finalmente: I = e* — 2 (_lfz +c

c) Sea ulogr = du = %dx Adv = %dx = v = —V1— 122, luego:

V1 = 22
—V1 —2x?log|z| + / ————dz, hacemos en la ultima integral:

x = senb, dxr = cosfdf luego:

— 2 2 . 2
/\/1 z dx:/cos 9d9:/1 sen edéz/cosecﬁdé
T

senb senb

- / senf df = log |cosec — cotgl| + cos = log |cosec(arcsenx)—

—cotg(arcsenx)| + cos(arcsenz) =

con lo que finalmente resulta:

—V1—2x2log |z| +log|l — V1 — 22| —log|z| + V1 —2%2+¢

4. Hallar:
B / T+ sen:p
N 1+ cosx
B / x arctgx
B 1+ a2
/x log(1+ x)d
Solucion.
a) Sea
1 — cosx
u=ux+ senr = du = (1+cosx)dxAv:/—2dx:
sen?x

cosecx — cotgx luego Iy = (x + senz)(cosecx — cotgx)

— /(cosecx — cotgx)(1 + cosz)dx = x(cosecx — cotgx)

+(1 — cosx) — /sem: dx = z(cosecx — cotgx) + c.
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b) Sea 0 = arctgr = tgh = x; df = ﬁdl’, luego queda:
I, = /tg%’ -0 df entonces sea u =6 = du = df N dv
= tg*0df) = v = /(36026 —1)df = tgh — 0 por lo tanto:

I, = 0(tgh — 0) — /(tge — 0)d0 = 0(tgh — 0) — log |secl]+

1p2
§9+C

I, = arctgz(x — arctgzr) + log %IQ + 3(arctgz)? + c.
¢) Sea u =log(l+z) = du = qzdx A dv = 2*dx = v = 32°,

x?)

1
luego: Iy = ga*log(1l + x) — / T mdw = gx?’ log(1 + )

T T

86

1 3 2 2
—/(xQ—x—l—l— Ydx = x—log(log(l—i—x) + r+log|14+xz|+c

1+ 3 3 2

5. Hallar:
a) I = /(x2 + Tz — 5)cos 2x dx

b) IQZ/MC@

T

log x
c) I3:/ 3 dx

Solucion.

a) seau:x2+7x—5:>du:(2x+7)daz/\v:/cosQ:cdx

(2x 4+ 7)

= %3671290, luego: I, = %(xz + Tz — 5)sen2x — /sen 2x 5

dzx,

ahora u = @ = du=dx Ndv=sen2zxdr = v = —%cost,

20+ 7 20+ 7 1 1
luego: /sean%dx: a:2+ (—§COSQI) +/50032mdx

= —i(Zx + 7)cos2x + isen?x, con lo que finalmente resulta:

1 1 1
L = 5(1'2 + Tz — 5)sen2zx + Z(?x + 7)cos2x — ZsenQ:C +c
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b) Iy = /e—dx + /ex log xdx, como /e—dx se conoce con el nombre de
x x
logaritmo integral y no se puede expresar mediante funciones elemen-
tales, pero observaremos que en la segunda integral; sea u = logx =
du = %dm; dv = e*dr = v = €%, luego queda I, = /e—dx +e'logr —
x
61‘
/—dm =e"logr +c
x
c) Sea u = logx = du = ld:z: ANdv = 273dz = v = —%, luego queda:
21 1 1
I3 = ——logx—l—/——d:c = ——z?%logz + =
2 2
1
/ ?’dx——%log:v—zx_z%—c
I3 = —ﬁ (logx+ %) +c
6. Calcular:
= /log
= /log JAre senz dx
Solucion.
a) Seauzl—ﬁ(z)du:—%%ﬁd:p:—%l—u)du
I= —2/(log(u)(1 —u)du = 2 (/ulog(u)du - /log(u)du)
Integrando ambas por partes, se tiene para la primera: u; = logu <
duy = %du Ndv =udu <= v = “72; para la segunda de inmediato por
ejercicio 1.b) , es igual a: u(log|u| — 1); finalmente:
I =u? [log|u| — 3] — 2uflog|u| — 1] + ¢ = (1 — Vz)? [log |1 — /x| — 1]
—2(1 — /x)[log|1 — x| — 1] + ¢
b) Seau = Arcsenx <= du = ﬁdw/\dv = log xdx <= v = z(log |z|—1)

asi:

(log Js] — 1)a
V1—2a?
u=logl|z] —1 <= du= dz Ndv= F=lde = v=—-V1-2a?

dx, nuevamente por partes

=z Arcsenx(log|z| — 1) — /
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VI = 12
asi: = —(log || — 1)v1 — 22 + / A para esta tltima sea
x

1_x2:t2:—2a:da::2tdt<:)dfz—ﬁfzaluego
T— 22 —¢2 1 -t -1
/ N T = dt:/gdt
1—¢2 1—#

1 1
dt — = —dt —dt =t——(—log|l —t|+log|l+1t
= [ar=g ([ o [ ) =t - (- togl—d +og1+-)
= V1 —22—1(log|l — V1 —2?| +log|l + V1 —2?|)

finalmente resumiendo resulta:

I = (log |z| —1)(zArcsenz +V1 — 2%) =1 — 22+ S log [1+ V1 — 2?| — 5

log |1 —v1—2?% +c

7. Calcular:
a) I = /Arcsen\/E dx
B / 1— xd_x
- 1+2 2
Solucion.

Arcsenu =t < ——du = dt
\/7
CL) T =u? <= dr = 2udu;

2

dv:udu<:>v:“7

1, 1 u?
IzQ/uArcsenudu:Q <§u Are senu — §/ﬁdu>

sen?fcoshdl _

2
para / Y = =
V1—u? V1 — sen?0

d) = 36 + ;sen20; asf finalmente:

sen?df por ejercicio resuelto 1.

I =u?Arcsen — %Arc senu + %8677,2 Aresenu + ¢

I = x Arcseny/x — %Arc seny/x + isenZ(Arcsen\/E) +c
l—x dox _ /x dz _/ dz
V1i—ax? @ V1— a2 V1— 2?2

inmediata; para la primera x = sentl <= dx = cos6df

/ / cosfdf /003609 g0 — _/ —cosecl(cosech + cotgh)dd
V1— 22 cosfsent N cosect + cotgl

b) I = la segunda integral es
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= — log|cosect + cotgl|; luego:

I = —log|cosec(Arcsenx) + cotg(Arcsenz)| — Arcsenz + ¢

8. Calcular:

1
a) I:/xlog(l—i-E)dx

b) I = /cos(log(x))dx
Solucién.

a) I = /[x log(z + 1) — zlog(z)|dx = /xlog(x + 1)dx — /x log(z)dx la
segunda integral estd calculada en el ejercicio 6. a), para la primera, se

3 . — _ 1 . _
tiene; u = log(z + 1) &= du = dz; v =%

/ log(z + 1)dz = 22 log(x + 1) 1/ LA (z41)—
x log(x z = 53" log(z 5 1+mx—2x og(x 5

1
(/(x—l)dm+/x+1d:v) = 22?loglz + 1| — (z + 1)* — log|z + 1|,

finalmente:
= (22— 1 ) togle+1) = L1y x21y\ B
={3” og |z 1@ 5 \loglz] = 5 c
b) uzcoslogx(z)du:—senlogx-%dm;dv:dx(:)v:m
I = xcos logx + /sen log xdx; andlogamente
u = sen logxr <— du:coslogx%dx; V=21

1

5T

I =xcoslogz + (xsen logx — ) < I} =

[coslog x + senlog x| + ¢

9. Calcular:

dx

x4

e / Va2 + 1[log(z? + 1) — 2log(z)

Solucion.
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/\/:v2-|_1 (x —I—l) / / 110g1+m2
= 1 log 5
x x

seau:1+x%@du:—%dmilz—%/\/ﬂlog(u)du

ahora t = log(u) <= dt = 2du A dv = udu = 2u\/u
2,3/2 2 2 3/ 2
luego: I = 2u®?log(u) — 2 [ /udu = U log(u) — 3) e

1=3(1+%)" [log (1+ %) — 3] +c

10. Determinar las féormulas de reduccion para calcular las integrales siguientes:

) 0= | @ray

b) In:/tg"xda:

Solucion.

e du = — 2nx dx =1

a) Sea u = (3 L2 jnF T

($2+a2)n

ZL’2

oo £y = G 420 [ (e

B o x> +a? — an
B (m2+a2)” + (932 + a2)n+1 €

I, = +2n I, — 2n a®I,,1, de donde

X
(LL‘Q +a2)n

_ 1 T 2n—1 1
]n—l—l — 2naZ (x2+a?)" + omn (Zz]

b) Sea dv = senx dr <= v = —cosz y

n—1 n—1 n—2
u = senn X é i du: cos z‘gsn I[(n_l)cos2$
Ccos™"x cos x

__ sen™ 2 ?

+n sen’z| de donde du = Cosnﬂz —=(n — cos*x); asi
-2

sen™"“x _
I, =—tg" 'a+n | ——do — [ t¢" *axdx

cos™x

1, = —tg”_1$+n/tg” x sectzdr — I, o

I, = —tg" o+ 2stg" e — Iy
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I, = tg" e — 1, — I,_s(n > 2) ademds I, = log|secz| + ¢

ely=x+c

d
11. Si [, = / Tx demostrar que:
log" ()

Solucion.

1
Sea u = log”"(z) <= du = —n(logz) ™" '=dz; v =z
T

dx x
I, = z(logz)™" e [, = —— —1
z(logz)™ + n/ Tog o1 oz (2) + nl,i1; para n se
tiene: [n,1 = W -+ (n — 1)[n7 de donde [n = m + ﬁ [n,1

12. Calcular:

I:/Arccosﬂ v dz
T+ 1

Solucion.

_ =z _ 2z . ‘.
Sea z = o = dx = —(1_22)2d27 asi:

2z Arccosz
I =2 | ————dx; ahora integrando por partes
(1 —22)2

u = Arccosz < du = —

dz _ 2z _ 1
m/\dv—de@U— 1—22

d
J = Arecosz | : ; haciendo z = senf queda:
(1—22

1—22 ) /1 — 2

I = /L‘W / sec’d df = tgf; finalmente

c0s20 cosb

I = —A:C_C(OSL(%) +tg {Arc sen (wiﬂ)} +c

x+1

13. Demostrar que para todos los valores positivos impares de n, la integral I =

2 , . .
/ e~ x"dx puede ser avaluada en términos de funciones elementales.

Demostracion.

Sea n impar luego n =2m — 1, m € Ny t = 2? <= dt = 2z dx, asi:

11 1
I= /e_t(tl/Q)zm_lﬁmdt = §/e_ttm_1dt, integrando por partes, se tiene:
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u=t""1 < du=(m—1)t"2dt

dv = e t'dt <= v = —e 7t luego

[=1(—e ™+ (m—1) / e~ '™ 2dt), nuevamente
u=t"?<du=(m-—2)-t"3dt yv=—e!

I=1[—e ™ — (m—1)e 't 2+ (m—1)(m —2) / et 3dt)

y asi sucesivamente repitiendo el proceso por partes, m — 1 veces llegaremos
a:

I = % _e—tym—1 _ (mfl):e—ttmfz _ (m=D'—tym—3 (D! 42

(m—2) (m—=3)! 2!

— (mil)!e*tt —(m—1)le?

8.19. Ejercicios Propuestos

1. Encuentre las primitivas, usando el método por partes, de:

a) /x?’erdx b) /xZSenxdx

c) /log(logz)a%lj d) /sen4xdx

e)/xQSGandm f)/(log x/v/z)dz
g) /(2+3x)sen Sz dx h) /xsenx cosx dx
i) /acsenx2 cosz® dx j)/4x e*dx

k) /:L'” log z dx 1) /xarcsenx dx

T
t d d
m)/arcg\/E x n)/arcsen o x

d
0) /xarctg Va2 — ldz p) /arcsenx(x—x

1 —a2)3
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arcsenx X COST
q) / ———dx r) / dx
x? sen?x

S) /332(196(1.73 t) /eArcsenx dx

Respuestas.
a) %(ﬁ —1)+c¢ b)—x2cosx + 2x senx + 2cosx + ¢
¢) log x - log(log x) — lnz + ¢ d) 2o — {sen2x + g5senda + ¢
f)2v/zlogx — 4\/x + ¢ g) —2cosbr + s=senbx — 2 - xcosbr + ¢
k) f:ll (logz — A7) +¢ m) (x + 1)arctg/xr — /T + ¢
0) sa?arctgya? —1 — Va2 —1+c¢ p)log @ — sarcsenx + ¢
r)—x cosecx + % };Zﬁ‘ +c s) (kfgza — (lozfl)Q + (1og2a)3> a® +c

t)%eArcsenx($+ M) +c
2. Calcular:

a) /cos(logx)dx

b) /sen(logx)dx

c) /msen%:d:c

Respuesta.

a) (x/2)(coslogx + senlogx) + ¢ b) (x/2)(senlogz — coslogx) + ¢

3. a) Iy(x)= / t"(t* + a®)~V/%dt aplicar el método de integracién por partes
0

para demostrar que:
nl,(x) =z 22 — a2 — (n—1)a*l,_o(x); n > 2

b) Aplicando a) demostrar que:

2
/ 2% (2® +5)"V2dx = 168/5 — 40v5/3
0
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4. Calcular:
a) /senx log(tgx)dz b) /log(\/l —x+V1+x)dx
1 x
c)/(x2 — 2z + 3) log(z)dx d) /log (1 il x) dx
-z
A x
e) /x3cosh 3xdx f)/ L()tgedx
el‘

g)/ %dm h)/log(senm)cosec%dw
x

Respuesta.

a) —cosz log(tgr) + log |tg ‘ +c

)
b) x log(v1—z+V1+x)— sz + 1 Arcsenz + ¢
¢) ( 2y +3x>10g( ) — %—F%—?)x—kc
d) v — 152 log (H£2) + ¢
e) ( ) senh3x — (% + 27) cosh 3z + ¢
f) —x+ 2 log(l + €2?) — e~ T Arccotg(e®) + ¢
9) 5
h) [x + cotgx log(e senz)| + ¢

5. Aplicando integracién por partes, deducir las siguientes formulas de reduccién:

a) I, = /[log z]" = z(logx)" —n I, 4

b) I (log 2)dz — - (log 2)" — "
) n—/l’(ogl’) x—r+1(og$) —&—Hn—l(oﬁé—l)

c) I, = /a:”exd:v =a"e" —nl,_;

e - n(n—1
d) I,= [ e*sen"vdr = ———sen" Lz(asenz — ncosz) + % n—2
a‘+n a+n

" n—1
I, = ——dr = —z" Va2 — I, o; > 2 dond
/\/mx nx r“+a - « 9, N > onde
Iy=loglz+ Va2 +a|l+¢ L =vVa?+a+c

dz

sen"x

6. Deducir la formula de reduccién por la integracion de I, = / y uti-

dx
send3x’

lizarla para calcular la integral I3 = /
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Respuesta.
I = gpeeiery + 25 Lia(n > 2)

7. Calcular:
/ x2dx
xr senx + cosx

Indicacién: Derive ———— y proceda como en el ejercicio resuelto N°
TSENT + COST
3(a).

8. Deducir las férmulas de reduccién:
a) I, = /Sennx dx
b) I, = /cos”xdx

Respuesta.
_ cosz sen™ 1z n—1
a) I, == —2 L 2,
senxzcos" " la n—1
b) I, = SEEOE L 4 Bl o

8.20. Integraciéon de Funciones Racionales

Se trata de calcular la integral de la funcién 9(z) , es decir: [ 9(x) , si la fraccion es
f() f(z)

impropia, la expresaremos como suma de un polinomio M (z) y una fraccién racional

x / (e . .
, luego ésta fraccion la descomponemos en una suma de fracciones sim-

(
f(x)

propia

ples.

Caso 1.

Las raices del denominador son reales y distintas, es decir: f(z) = (x—aq) - - (x—ay,),
luego:

F A A A,
@ _ A A ,

y entonces:
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F A A A

/ <x)dx:/ ! dm—l—/ 2 da:—|—~~+/ " dr = Ajlog |v — a1| +
f(zx) T —a T — a9 T — an,

Aslog |z —as| +---+ Ay log |z —ay| + ¢

Caso II.

Las raices del denominador son reales, pero algunas son multiples, es decir : f(x) =

F(,ZE) Al A2
r—a1)* (z—ay) (v —a3)?---(z—a,), luego: = + +
( 1) ( 2) - ( 3) ( ) g (2) (T —a)® | (z—ay)e?
Aa Aaa B 4 Cs D
T —a r—ay x—ay (r—az)’ T — as T — an,

y se procede en forma andloga a la anterior.
Caso III.
Las raices del denominador son complejas simples (es decir, distintas):

f@) = @+ pr @)@ o+ s) - (w =) (@ = d),

y entonces:

F(:U): Ar+ B Cx+ D T Ay N Ay ey A, N
f(x) F:ﬁ—l—px—l—q 2 +logx + s (x—a)*  (z—a)*! r—a
—l—x_d.

Caso IV.

Las raices del denominador son complejas pero algunas son multiples; su descom-
posicién es similar a la de los casos II y III.

Observacion.

Se pueden determinar las constantes: Ay, Ay, -+, A,,B,Cy,---,---D--- teniendo
F(x A Bx +C

en cuenta: la igualdad (z) = L4 T + -+ etc. es una identidad, por

fle) z—a x22+lx+s
consiguiente al reducir éstas fracciones a un comin denominador obtendremos en los
numeradores del 1¢” y 2% miembro idénticos polinomios. Igualando los coeficientes
de los términos que tengan las mismas potencias de z, obtendremos un sistema de
ecuaciones para determinar las constantes: Ay, Ag,--- , B, (4, -+ otra manera, més
inmediata es, teniendo en cuenta la siguiente observacion: los polinomios obtenidos
en ambos miembros de la igualdad, después de la reduccién de las fracciones a
un comun denominador, deben ser idénticamente iguales, por lo tanto los valores de



Luis Zegarra A. Las Técnicas del Calculo 97

estos polinomios seran iguales para cualquier valor particular de z. Dando a x valores
particulares, obtendremos pues las ecuaciones necesarias para la determinaciéon de
dichas constantes.

8.21. Ejercicios Resueltos

1. Hallar:

B (22 + 7)dx
@) ]1_/(:17—1)(x+2)(:v—3)

2 +2r+3
b) Iy =
) I> /x?’(a: —1)(z + 3)?

xdx
2 [3:/(x+1)(x2—|—2x+5)

Solucién.

A B C
2247 _ _
a) Sea ey = —t P t = 20+ 7 = Alx + 2)(z —

3)+B(z—1)(x —3)+c(z —1)(x + 2),

como la identidad se debe verificar para todos los valores de x; para
r=1=2+7=A3)(-2) = A= —32; andlogamente z = -2 = B =
%A$:3:>c:%luego.

—-3/2 1 13/1
]12/( 3/ + /5 + 3/ O)dm:—glog|x—1|

r—1 x+2 x-—3

+1 loglx + 2| + 12 loglx — 3|+ ¢
b) Obsérvese que:

2242243 _
S nGiaE = 3 T T T T Ghep

forma andloga a (a) obtenemos.

+ ——, de donde procediendo en

z+3) x+3 ’

_ 1 1. _ 11 3. _ 7. _ 1
A=—5B=—50=—3D=5E=55F =15

lo que I, = —1 5
con 1o que 19 = — 3 _—— = _ —+§

1 7

——dr + — —ﬁ Iment

=17 216 x+3 18/ nalmente,
L=z + 3 — sy — o7 | $log|v — 1 1 3
2= 52 T3 T 206(+3) og |z + §log |z — 1] + g log |z + 3| + ¢
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. T _ A Bz+c _ 2
C) Como: (z+1)(x2+22+5) 1 + :c2+2—;+5 = T = A({E + 2z + 5)

+(Bx + ¢)(x + 1) de donde:

A:—%;B:i;C’:%luegoz

I — 1/dx+1/(x+5)dx_ 1/d1’+1/
T Al et ") v 2w+s5 4 zr1 "8

dx 1 1
(2z+2)dx . 9
22+22+5 +/ @+ 12+4 _1509‘5’7 + 1] + glOQIx + 2z + 5|

+3arctg* 2 + ¢y

2. Hallar:

B (2? — 2 + 1)dx
?) Il_/(x—l)(x2—|—2x+5)2

dz
b) I, =
) L2 / (cos?x + 4senx — b)cosx

B 1/2
rz+1 T

Solucioén.
a) Sea
z2—x+1 _ A Bz+c Dz+E
G )@ 12045) — 21 T @12045) T @+2045)2 =
1 o _ 3 7.0 3
A=, B= —6 se=—¢gn D =g B =—%luego
T 7 3
Ilzi/ dx +/(—@—a)da:+/ (2 — 2)dx ——l o
) z-1 224+2r+5 (24 2x+5)2 64
|z — 1| — Bglogl|a? 4+ 2z + 5| — g arctg®st — &

dx
1 10 /
>+25+5 8 / [(z + 1)2 + 42 t+c

sea x + 1 = 2tgl = dx = 2sec?d luego:

dx sec*0do 1 do 1
_o [ SV - _ 20 df
/ [(z 4+ 1)2 4 4)? / (4tg20 +4)? 8 / sec?g 8 / os

20 + 1 1 4
_ %/ cos . +—d9 = g5en 20 + T + ¢, finalmente:
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I = 6—14log |lr — 1] — 518 log 2% + 22 + 5| — %arctg%“ — %

5419 . _ i
242245 T a=c+c

b) Haciendo previamente u = senx = du = cosz dz luego

[ / cosx dx
> | (sen?z — 4senz + 4)(sen?z — 1)

I — du b 1
2 = (=2 u+ D{u—1)’ ahora sea & —wr
:ﬁ—i—%—i—%—i—i:>1:A(u2—1)—|—B(u—2)(u2—1)

u+1
+C(u—2)*(u+1) + D(u — 2)*(u — 1); de donde resulta:
A:1/3;B:—4/9;021/2;D:—1/18:>[2:%/—
_é/du +1/du+_i/du j[_;_é
S w—2"2)u-1 18) ) u+1 ' 3w—-2) 9

‘loglu — 2| + 3loglu — 1| — %loglu + 1| + ¢, finalmente

_ 1 4 1 1
Iy = 3oy — sloglsenx — 2| + Slog|senx — 1| — log
|senx + 1] + ¢
. _ 2
c¢) Sea previamente u? = i—& =T = }fzz = dx = (ff‘gf)g, entonces:

99

I / 1—u? 4udu / 4o p / 1 n 1
- u = u = —
° 1T+ u? (1 — u?)? 1—ut l+u 1—u 14 u?

log|1 + u|
+[log|1 — u| — 2arctgu + ¢ = log ‘ iﬁijg%iigﬁg — 2arctg
() +c

3. Hallar:

B (23 — 22 + 1)dx
@) f = / x3(x —2)(x? 4+ 1)2

x2dx
b) I = / (z + a)2(22 + a?)

[ (@ +1)%de
95 [

Solucion.
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a) Podemos poner de inmediato que:

/ (2 =20+ 1)de 1 d:c+3

wdr—2)(x2+1)2  2) 23 4
dr 11 da:+1 1 d / z+1 p 1/7I+4d
—+—= | —+—= r— | ——dr— = T
x?2 8 x40 ) z -2 (22 +1)2 5) 22+1

= 15 — = + Slogla| + floglz — 2| + 2(x21+1) ~ 52D

—%arctg:z: — 1—70log|x2 +1| - %arctg:v +c

De inmediato:

/ x2dx _1/ dx _i/ dx +i/ xdx
(r+a)2(@2+a®) 2) (x+a)? 2a) x4+a 2a) 22+a?

= —m — loglz + a| + log|z? + a*| + ¢ = &
. [log —”ﬁr’:‘? m‘ﬁ} +c

372 2
(¢) Como: ((lel))G =G 41)6 + (x§1)5 + (x§1)4 + (xfl)g + (151)2 , de donde, entonces:

dx

(22 4+ 1)? / dx / dx / dx / dx /
-~ de =4 | —+8 | ———4+8 4
/ G- T e e ) ey ) G ) o1y
= _5(zf1)5 - 4(331)4 - 3(m§1)3 - (a:—21)2 - (mil) +c
4. Hallar:

dx
L=/ —
4 h /(:c2+x+1>3
zdx
b) I, =
) L2 /:176—1

x3dx
L= [ 2%
©) /:E4+x2+1

Solucion.

+%)3+§yhaciendox+% = ‘/752’:>d$:

a) Como: 2 + z +1 = (z
d
%gdz entonces [; = 73 (%)3 (1+—Z2)3 y como 1 = 1 + 22 — 22 luego:
z
/ dz dz 22dz . tegrando la dlti .
= — , integrando la iltima por partes
(1+22)° (1+22)2 ) (1+22)
sea z = u = dz = du Ndv = ﬁ = v = —m, entonces:
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/ 22dz z +1/ dz ‘ . / dz
= — — | ———==;porotraparte | —= =
(T+228 4(1+222 4) (=227 P (1+22)2

/ dz / i lculand ta int | t
——— — | ———— calculando esta integral por partes con z =
1+ 22 (14 22)2 gral por p

22 dz

T (1id§)2 —~ = 2(?1,%) entonces: /m =
- 1 dz dz z 1

RETEAP) / Ty conloaue / T+ 2+ a2 ' 20"
dz _ Z 3 dz = - i

/(1—1—,22)3 T A ap Z/(Hz?)? BRI R (s

garc tg z + c luego:

3 z
I, = \/73 (3) [§§§+Z§§’) + arctgz] +c

2
— (2962(196)2(12:12)?3) + 4\f arctg2x+1 L

b) Haciendo (u® + u + 1); = = 4 + ufﬁ;jl =1=AW+u+1)+

(Bu+c¢)(u—1);siu=1=1=3A= A= 3 andlogamente obtenemos:
1 _ 1 [ du _ 1 u+2

B———/\C —3 luego IQ Q{gfm—g/m

cular la 29¢ integml7 hacemos:

du} para cal-

(u+2)du 1/(2u—|—1)du
w+u+1 2  wrtu+tl

+3/ du _1/(2u+1)du+3/ du
2) wHu+1l 2 wr+u+l  2) (ut3)2+3

jgarctgmf/tl tloglu* + u+1] + ¢

u+2=102u+1)+3, esdecur/

finalmente

I = ¢loglu — 1| — Floglu® +u+ 1] — \/g arcthi‘/JEl +c
2
— élog|x2 -1 - %log[m4 +22+1] — ﬁgarctgzx—\/gl +c

c¢) Haciendo

o B . udu 1
u=ux :>du-2xdx:>13—§/m_1

(2u + 1)du 1/ du Loglu? L
f@utl)du 1 [ du 1 1] - t
/u2+u—|—1 4) uw?4+u+1 4og[u rurd 2\/§arcg

2—\/;{1 + ¢ = tlogla* + 2% + 1] — ‘/Tgarctgz—\/g+1 +c
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5. Calcular:

2
T
a) I—/1+x4dx

b)I:/\/tg_xda:
dx
V=] g

Solucion.

a)
z2 — z2 _ __Az+4B
1+ (224+V2x4+1) (22 —zv/24+1) x24/20+1

CatD__ de donde: 2° = (A + C)a® + (—v2A + B +v/2C + D)x?

22—/2x+1

+(A=V2B+C+V2D)x+B+Dy A+C=0;,—V2A+ B+20C +D =1;
A— 2B+ C+ 2D =0; B+ D = 0 resolviendo el sistema encontramos:

A:—ﬁi;B:D:OyC:%ﬂasientonces:

I——L/ T dx n 1 T dx
22 [ g2 21l 2v2 ) 22— V241
2 2)d 1 d 1
(:v+\/_)m+ / a72 .
(e 9) (%) 42
2 ) (=2

(20 —2)dr 1 dx
el e

=1 [ = Y=/
W2 f g2y op4r1 4

1
T 3 75
I = ——Llog(a®+ 2z +1) + L2 Arct PP 1
= —q5log(x T TArctg— + 1
2 V2 z—¥2
log(z* — 2z + 1) + Y2 Arctg \%; +c
.7327 X
I:ﬁi [log r\\ng: + 2Arctg(1 + v/2x) + 2 Arctg(v/2x — 1)| +c.

2tdt  __ 2tdi
1+tg2x 144

b) Sea t? = tgr <= 2tdt = sec’vdr < dxr = y se llega a

I 2/t2dt integral calculad )
= ——, Integral calculada €n a).
g nteg
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¢) Anélogamente con el mismo cambio, llegamos

I / 2tdt _o / dt 7
(1+t4)t 14t
la cual se calcula como en la parte a) de donde resulta:

I= ﬁﬁ {log [%] + 2Arctg(v/2t + 1) + 2Arctg(v/2t — 1)} +c

y queda por hacer t = \/tgx

6. Calcular:
I= / sen2x ixSsean
Solucién.
= %/senx(coscj:x— 4senz) - %/% sea u = tgr = du =

sec’zdz; asi queda:

du 1 A B

= — 1=A(1—-4
u+1_4u<:> ( w)

I:;/u(l—élu); u(1 — 4u)

—|—Bu;parau:0:>A:1ysiu:i:>B:4luego:

du du
=3 ([ e [ £2) = boglul = togl — aul +

I = (log|tgz| — log|1 — 4tgx]) + ¢

Nota: En el capitulo siguiente, indicamos cuando se deben elegir estas sustitu-
ciones, para llevar una integral con formas trigonométricas a formas racionales.

8.22. Ejercicios Propuestos

1. Hallar las primitivas, usando el método de Fracciones Parciales, de:
1222 — 70 98 622 + 252 — 9
2) / x x+ J b) / ¢+ 25x

d
23— 022 + 261 — 24" 24— 1423 + 10722 — 4222 + 850

r(22% — x +5) r?dx
C)/ (22 4+ 1)2 de d)/x2+(a+b)a:+ab

)/ a(7z* — 28azx + 24a?) J f)/ 360x? — 126x + 17
e T
3 — Tazx? + 14a2x — 8a® 2443 — 1022 — 3z + 1

dx
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2 —1 622 —3x+1
g)/(—3dx h)/—da:

T+ 2) a3 — 22
_ (22 4+ 6x — 1)dz . xdx
i / (x — 1)3(z + 5)3 J) /a+bx3

0 [ e | iy

dx
m)/x3+(\/5+\/5+\/6)x2+(\/%+\/a_c+\/%)x+\/%

2. Mediante una sustitucion adecuada llevar las integrales indicadas a una forma
racional:

dx sen’xdx

a) b) [ —————

(2 + cosz)senx senx + 2cosx

senxdx SenTcosx

c) 3 3 d) 4

sen’x + cos°x 1+ sen*z

2
sen“rcost

e) / —dx

SENT + cosx

Respuesta.

1 (1—cosz)(2+4cosx)?
ElO.g < (14cosz)3 > +c

Arcth )

—2(2senx + cosx) + ﬁglog Itg (% + | +c

1—senxcosx V3senz

L Arctg(sen®z) + ¢

)
)
C) _llo M _ LA t 2cosT—sent
) 3
)

Hog|senx + cosz| — fcosx(senx + cosz) + ¢

3. Calcular previa sustitucién artificiosa las integrales:
dx

) / dx b)
a —_— S —
cost v sen2x Vitgx
c) / senx — cosx d
senx + 2cosx
Respuesta.

1 +) (1+¢3)
a) 3 —03 (1)

b) 3 L10g (tf Jtrzlil) ‘[Arctg 7 Lot = Ytgx

Arctng—{—ct vV sen’x
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¢) —% — 2log|senz + 2cosz| + ¢

4. ;Cuél es la condicién para que la integral

2 2
2
a)/aa: +br+c b)/(aa: + ﬁx—l—’yd

—d
x3(x —1)? v ax? 4 2bx + ¢)? v

representa una funcion racional?

Respuesta.

a)a+2b+3c=0 b) ay + ca = 200

5. Calcular las siguientes integrales:

1% 341
a) [ —— b) | 5=
?+ax—2 x3 — ba? 4 6u
d d
c)/ d d)/ i
wd—at+ad—a? -1 20+ 1
d S_a?_ g4l
e)/—m f)/x T e
zt+ 22 +1 (22 —1)?
Respuesta.
a) %—%—8+%—%+%—$5—%x4+¥—¥+171x+%log —(If;)}ou +c

b) x + & loglz| — % logla — 2| + 2 log|x — 3|+ ¢

z—1)? z—
¢) % log (%) — \%Arcth\/gl +c

d) —L-log (%) + %Arctgx + %Arctgx?’ +c

1'2 €T ZEQ—
e) }l log <x2fxﬂ> + ﬁgArctg x\/gl +c

f) 7+ 5 logla® =1 + ¢

8.23. Otros Métodos de Integracion

Integrales del tipo I = / f(senx, cosx)dx

[) Como se verd a continuacién, muchas integrales se pueden simplificar por

. . ., x , -,
medio de la situaciéon tg§ = z, 0 como se observa a través del triangulo,
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por las sustituciones:

SeEN— = —F/—— - =

, COS S
2 V1422 2 1422

zZ

rol=
M

Figura 8.14: Caso I

a partir de la relacion

sen2 <§> = QSGRECOSE,
2 2 2
obtenemos:
22 2tg% 1—22 1—tg*% 2z
senx = = , COST = = Atgr = =
14 22 1 +tg%5 1422 1 +tg%5 1—22
2tg5 2d 2gT

¢. Como x = arctgz, entonces: dr = S 2 , €N resumen
1 —tg%3 1+22  14tg%3

) = L 1
= senx, cosx)dr = 2 ue es racional en z.

IT) Otras sustituciones de importancia:

1) Si f(senx, cosx) es par en senz, cosx(no se altera al sustituir simultdnea-
mente senx por —senxAcosz por —cosz) el cambio tgx = z la racionaliza.

2) Si f(senz, cosx) es impar en cosz(cambia el signo al sustituir cosz por
—cosz) el cambio senx = z la racionaliza.

3) Si f(senx, cosz) es impar en senx (cambia el signo al sustituir senz por
—senx) el cambio cosx = z la racionaliza.

III) Integracién de exponenciales.

a) Sil = / f(e™*)dx, se hace ™" = z, la cual transforma el integrando en

una fraccién racional en z.
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b) Sil= [ g(z,e*, senmaz, cosmz, senx,--- ), se expresan las potencias y
los productos del seno y coseno en funcién lineal del seno y del coseno de

los arcos multiples, que la reducen a: / x™e"cosbxr dx N\ / x"e"sen bx dx.

8.24. Ejercicios Resueltos

1. Hallar
B / 1 + senx + cosx
- / 12 + 5tgx
B / senx dx
N 1+ senx
Solucién.
2dz
2d
a) I :/ 1+Z2 . :/ : :log|2z—|—1|+C’=log|2tg§+1|+0
L+ 1-|-z2 + 1—|—Z2 2z+1 2
(22 —1)dz / (22 = 1)dz
b) Seatg: = t I, = = ,
) Seatgs = zentonces I, / (221 1)(622 — 5z — 6) (221 1)(3z + 2)(22 — 3)
ahora sea
(z°-1) _ Ax+B c
(2241)(32+2)(22—3) ZQil + 3242 + 2z 3

=22 —1=(A2+ B)(62*> =52 —6)+ C(2* 4+ 1)(22 = 3) + D(2* + 1)(32 + 2)

24 _ 10 :
= A= 1697B 755:C = 169 y D = {5, entonces :

I _ —102+24+15 dz +10 dz
27 169 2241 169 ) 3z+2 169 ) 2z -3

169 log|2% + 1] + 2 169 L arctgr + == 169 log|2z — 3|+ C

169 log (sec —) + %x + Tcg log|3tgs + 2| + 155 169 log|2tgs — 3|+ C

¢) Descomponiendo {79 = 1——L— entonces Iy = [ dov— | ————du,
+senx 1+senx 1 + SenT

para calcular la segunda integral, sea: tgg = 2 = dr = 12;1;7 con lo
dx dz 1

e /1+Senm /(z—|—1)2 Z+1+ ; por lo tanto, I3

T — e +1 +C.

2. Hallar:
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a)

t
I, = /de
1+ cosx

b) I, = /(332 — 1)arcsen2z dx
3

c) I3 :/sen e da

senx

Solucioén.
dz
a) Sea cosx = z = —senxdr = dz entonces I; = — ahora
dz
1 _ A, B _ _
I = —log|z| + log|1 + z| + C = log | 2| + C' = I, = log |22| 4 C

b) Por partes tenemos que: arcsen2x = u = du = \/%, (22 — 1)dx =

3
9 z° — 3x

3 / VI a2
ésta ultima integral hagamos 2x = senfl, 2dx = cosfdf, por lo tanto,
sen?0 _ 3send

-3
v 3 ————dr = | —2——2—cosfdf, para calcular [ sen30d0, que es

V1 — 422 cost

de la forma [ sen"x dx, con n impar, se hace cosd = z = senfdf = dz,

2

dv=v="% — 2 luego I = 2(z* — 3)arcsen2y —

3

3

30
luego, /sen30d8 =— /(1 — 2%)dz = % —240c = CO; —cosf +C

Por consiguiente:

-3 1 30 3 1
51_74; =3 (co; — 0050) —1—50059—1—02 = ﬂcose(00529+33)+

1
Cy = 51 —V1 —422(34 — A? ) + Cs, finalmente:

1
I, = g(xQ — 3)arcsen2x — 1_8(17 —20H)V1 — 422 + C

Como 356;3;’3 =3 —4sen’y = 3 — 41=cos2e 0032’“" = 1+ 2cos2x, entonces:

I3 = /(1+26082x)6$dx = /eszZ—I—Q/COSQl’edeE = ez+2/0032xewdx

Para calcular la segunda integral hacemos: e* = u = du = e*dz N\ dv =
cos2rdxr = v = %sean, luego:

1 1
/cos(2x)ezdx = 56908671213 o) /e"”senQa: dx (1),

analogamente para ésta ultima integral hacemos: e* = u = du = e*dx N\

1
dv = sen2xdr = v = —%005233, luego: / esen2x dr = —565”0032.7: +
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1
5 /GICOSQI‘diL’(Q), de (1) y (2) obtenemos: /e”costd:c = 5e”(2sen2x +
cos2z) 4+ Cy finalmente I3 = e”(10sen2z + 5cosx + 1) + C'.

3. Hallar:

z++1— a2
a) [ = | ————dx
1 —2zv1— 22

dx
) Iy = | ——
) 2 /x\/l—l—m?
dx

¢) Is = Vir—a++Vr—0>

Solucion.

a) Sea x = senf = dx = cosfdf, entonces:

0 + cosh
I = / _SENOF €05V 60 d6. Haciendo tgh = » = df — 42, — T, —

1 — senf cosb 1+22
z+1 . . .
dz, que es la integral de una fraccién racional,
(22— 2z4+1)(22+1)
de donde por el método visto anteriormente se llega a: ——2— =

(22—2+1)(22+1)

—z+2 z—1 . (Z — Q)dZ z—1 .
22_;_1 + 5 luego: I; = — / P p—— + o 1dz, ahora:

(z —2)dz 1/ 2z —1 3/ dz 1 5
S/ == - _ - — _ 1
/22—z+1 2] w173 Goipraga a9 —E Y

95—1 z—1 _1 2z
—/3arctg f/g —|—C’1y,/22—+1d2—§/22+1 2z

d 1
_/ 2 j 19 109(22 + 1) — arctgz + Cs, de donde:
z

I = %longi;lrl + \/gm“ctng/_gl —arctgz + C'y como

z=1tgh = ﬂii% = =, I = —1log|l — 21 — 22|

+V3arctg2ZA=2 _ gresenx 4+ C

£/ 3(1—=z2)

b) Se hace z = i = dr = —f—j entonces:
Vz2dz ) -
I, = ahora si x > 0, z > 0 A V22 = z, por consiguiente:

B 2+l

dz
L=— | —/—— = —log(z+ V22 +1)+ C; o sea:
’ /m 4 )+
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I:—log( + 4/ +1>+C’1 log(V ‘”2+1)—|—Cl,ahorasu:<0 z <

d
0ANV22= 2= 1, = \/% = log|z + V22 + 1| + C finalmente:

+y/E+1]+ G

c¢) Racionalizando obtenemos:

log

1
Igz/b (Vo —a—+Vr—bdr =

K%(:ﬁ _a) ;(x _ b)?’/Q)} e

L v

1
—/\/a:—bdx:b

—a

4. Calcule:
a) /xz(l — 22)*? dx

b) / v? e " cos3z dx

c) /x3ex2dx

Solucion.

a) Multiplicando y dividiendo el integrando por x3, se obtiene:

1 — 2
/5’75 ( Qx ) dr = /375(562 — 1)3/2da:, luego sea 272 — 1 = 22
x

= ——dx = 2zdz = dx = —z 23 dz sustituyendo:
4
—/xszdz = —/:cgzdz = —/—dz, ahora sea
(224 1)4
z =190 = dz = 929, entonces:
tg*0 do 4 9
—/ (1 F tg20)icos?d = —/sen Ocos“0 df por partes:

u = —cost = da = senfdf N\ dv = sen*6cos df = v = %sen59
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1 1
luego: /sen49 cos*0 df = —5/6089567159 —z / sen®d df

0 _ o—if

o)

= —[cosfsen®d + / ‘

[cosBsen®d + 55 [ (—cos60 + 6cos4f — 15c0s20 + 10)d6)]

S

= —1[cossen®d 4 35(—¢sen60 + Ssendd — Lsen26 4 106)] + ¢ donde

0= cw“ctg—vl;f"2

b) Como cos3z = 1 (e"+e~7) resulta I = / r?e " cos 3w dx =
1

3 /$2 e(T17392 4y por partes tenemos:

/ 1172 6(_1+3i)xdl'—|—

DO | —

u =12 = du = 2vdr, eMdr = dv = v = %eAI luego /x2 edr =

1 2
Zx2 e — 1 e . edx, nuevamente integrando esta ultima integral
1 2 2
. 2 Ax _ 2 A 2 Ax | Z Ax
por partes, resulta: /x e dr = A:C e A2:ce +A3e +c de donde

1
reemplazando y simplificando resulta: / 1’ e " cosdx dr = Ze_x (2% (3sen3z—

1
cos3x) + x(3sendx + 4cosdx) — Z(Qsen 3x — 13 cos3x) + ¢

Nota: Para calcular / x™"e cosbx dx o / x™e sen br dr se expresa

ibx _ ,—ibx
5— la cual lo transformaen [ 2™ e* dx, A

eibz +e—ibz

5 , senbxr = ¢

cosbxr =

imaginario, que podemos resolverla como en el ejemplo anterior.

1
¢) Como: e dy = —§/$2612(—2$)dl’, por partes, con u = x> =

du = 2zdx

2 ]. 2
dv = e (=2z)dx = v = e~ luego: —%/ﬁez (—2x)dx = —§[x2 e —

1 1
/ e 2w da] = —5(9(:26”2 +e ) +c= —ie"’”2 (2 +1) +c

5. Calcular:
I = /Arctg\/l — 22dx
Solucion.
Sea u = ArctgV1 — 2? <= du = —~——5-dx

V1—z2(2—z2)
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dv = dr <= v = x;

% dx
asi queda: I = x Arctgy/1 — 22 + ; para esta ultima inte-
V1—2%2(2 —x?)

gral sea x = senfl <= dx = cosf db;

20 246
I = /—sen df = /—sen , ahora recordando 2sen? = 1 — cos20 y
2 — sen?f 1 4+ cos20

2c0s%0 = 1 + co0s20, queda
1-— 2 1 1-—
cos edﬁ coszdz
3 4+ cos20 2/ 3 + cosz
t2dt 12

esta forma induce a usar la sustitucién tg 5 = ¢, asi/ CEREE t2); CESEIEEeD) =
At+ B Ct+ D

+ de donde calculando las constantes:
2+ t2 1+1¢2

A=C=0; B=2;, D=-1

asl:

dt dt 1 t
2 / — / —— =2—Arctg—= — Arctgt

2412 1412 V2 V2
finalmente volviendo a la variable x, resulta:
2 x x
I =xArctgV1 — 22+ — Arct (—)—Arct — +c
I V2 N\ AV 2 Vi

6. Calcular:
dx

dz
V-V e

Solucion.
dx dz 2 dz
0/)]:/1/9 12:/ 1 /9 2:§/ 1 2.\2
sea 2—2 =senf < dz = —cos@d@ asi

=2 : ahora hagamos t = tg3, y tenemos:
/ 3 sen 9 +1’ & 92 Y

dt dt
=4 / +6t+1 4/(t+3)2—(\/§)2:4/(t+3—\/§)(t+3+\/§)

4 loglt +3 — /8| — log|t +3 + 8]) +
WUH:&—I /t+3+\/_] 8< 4 | 4 )

I—%(log‘tg{ Arcseng (:c——)}+3—\/_‘+log

I

‘tg{%Arcsen% . (x— %) +3 - \/g‘ +c
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b) Sea x+ 1=t <= dx =dty queda

dt

I = | ———=; ahora poniendo t = senhz <= dt = coshz dz; [ =
/ 2Vt2+1 P

/ coshzdz / dz Va2 +2x+2

= — —cotghz +c= -T2
senh?z coshz sen h?z corgnzTc z+1 ¢

8.25. Ejercicios Propuestos

1. Calcular:

4 d
a) /sen xda: b) / T
COSX senx(2 + cosx — 2senx)

dx senx
¢) d) [ ———
5 4+ senx + 3cosx 1+ senz

d .
e) /senh%cosh%daj f) /ﬁ 22)2 i i <1

) / dx h) / dx
& senhx + 2 cos hx senSx + cosbx

i / dx i / dx
(a senx + bcosz) ) (asenz + bcosx)?

Respuesta.

o 1 3 1 | 14senz ‘
senxt — zsen’r + jlog |2 + C

)

) log|tg%| + Slog|tg% — 3| — log |tg% — 1| + C
¢) = Arctg (1””%) +C
)
)
)

V15
secx —tgr +x + C

T senh 4z
5T 75 +C

i) 2 Aretg (/[ F5tgs) + Csi0 <= <1

) \/1 = lOg <s+cosm+\/527156nx> +(Csie>1

1+€ cosz

2tgh%+1
\%Arctg ( g ) +C

9) 7

h) Arctg (3tg2z) +C

P) \/ﬁlog |tg (452)| + C donde tgp = %
1) ~ s e T €
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2. Calcular (Ejercicios Miscelaneos):

a) /0032\/50195 b) /xzexcosa:d:c

c)/a:2 d)/x\/:z?ii:;T

) / /#m f) / log%i - ;ﬁ)dx

T
dz
-

zlog(l + 1+ 2?) x x
g) dr h) log dx
V14 2? V1— a2 V1i—2x
_ sendx ) ar® +b
l) /mdl’ J) / {L’Z + AT’Ctg.Z' dx
Arctge®/?
k (1 )| ———7———
)/SL’ (14 log(x))dx )/ (1 +€x)da:
1+ senx
20 1 1 il
m) /\/tgh x + ldx n)/ — dx
o)/(m+ |z])2dx p) /e‘x|d:p
@ [of @ D) [ s
Respuesta.
a

S

2+ 2w sen(2/x) + cos(2y/x) + C
2

< [2%(senx + cosx) — 2xsenz + senx — cosx] + C

o

)
)

) —5;(82% + 10z + 15)y/2(1 — ) + 3Arcseny/z +C (0 <z <1)
d) ;Arccos’fﬁi +C
)

)
)
)

——\/1—9: Ve+C o (x>0)

e
f ——109(114:;” — 1log (13;1 ) + \/_ArctgHQI +C
9) 1+ vV1+a2)log(l+V1+2?) —VI+a2+C
h) =2 —log ( ) V1 — 22 Arcsenx — log (HW) +C (0<z<1)
i) \}log (%) +C
) alz Arctgr — log(z® +1)] — %2 (Arctgz)* + C
k) o+ C
)

) z—log(1+e®) —2e7%/2 Arctge®? — (Arctge®/?)? + C
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/ 2, T
m) —2log(tgha + /1 + tgh’x) +  log <\/$§:zxjg§:x) e

e“tgs +C

2e%(x+ |z]) + C

)
)
0) e —=14+Csiz<0,1—e*4+Csiz>0
) wf'(x) — fle) +C

) 5f(22) +C

8.26. Calculo de Integrales Definidas

Para calcular una integral definida, aplicaremos la férmula de . BARROW. es decir:

[ #a)ds = F@) 1= ) - Pla)

donde F(x) es una primitiva de f(z).

8.27. Ejercicios Resueltos

1. Calcular:

2
a) 11:/ VvV + ldz
0

25
b) I = | eV¥dx
1

w/2
c) I3 = / log senx dx
0
Solucién.

a) Secar+1=22=dr=22dz8M2=0=2=1Ax=2=2=+3
entonces:

V3 V3 9
L = / 22%dz = 2/ 22dz = 523 |1/§
1 1

b) SeaVr=t=x=1>=dr=2tdt;Sizx=1=t=1ANx=25=1t=5
luego:

g((\/ﬁ)?’ —1)=2 (\f— %)

5 5
I, = / et dt =2 / e't dt, e integrando por partes obtenemos:
1 1
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I, = 2[tet |5 —/1 eldt] = 2te' |7 —e' 3] = 2[(5e” — e) — (e — e)]

= 2(5e% — ¢€°) = 8eP.
w/2 w/2
c) Como / log senx dx = / log cosx dx, se tiene que:
0 0

/2 1 /2 1 w/2
I3 = %/0 logsenz dx + 5 /0 logcosx dx = 3 /0 (logsenx + logcosx)dx

/2 1 /2 1
= %/ log (senx cosz) dx = —/ log=sen2x dx
0 2 Jo 2

w/2 1
= %/ (log§ + logsen2z) dx
0

w/2 1 1 w/2 1 w/2 1 w/2
= %/ log=dz + — / logsen2x dx = ——logQ/ dx + —/ log sen2x dx

para calcular ésta ultima integral se hace 2z = u = 2dz = du y los
limites de integracion son: para x =0 = u=0Az = § = u = 7, luego:

w/2 1 ™
/ log sen2x dx = 5/ log senu du, como senz toma los mismos val-
0 0

ores entre 7 y 7y entre 0y /2, entonces:

T w/2 ™ w/2
/ logsenu du = / log senu du+/ logsenu du = 2/ logsenu du = 213,
0 0 0

/2
con lo que
. 1 /2 1 1 . 1 ™
[3 = —5[0921' ‘0 +§ . 2[3 = 5[3 = —§l0g2 . 5
= I3 = —Flog2.
2. Calcular:

(lTCSeTL.’de

| |
\

/0 senx + cosx + 2

¥
/0 1+ senx —i— Sen:c

Solucion.
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a) Sea arcsenx = z = x = senz = dr = coszdz, luego para x =0 = z =

w/2
ONz =1= 2= 7, entonces: [} = / e“cosz dz, integrando por partes
0

resulta:

/2
I, = e*senz |g/ - / e“senz dz, analogamente ésta ultima integral por
0
partes resulta:
w/2 /2
/ e“senzdz = —e*cosz ]3/2 +/ e“coszdz, por lo tanto I; =
0 0
1
e*senz |1/? —(—e*cosz) |1 =1, = I) = E(e’r/2 —1)

2dz
1422

b) Sea tgs = z = dv =
entonces:

I /1 dz 2/1 dz 2{1 tz+1]1
— e — — =2 |—arctg——
27y 242243 o (z+1)2+2 NV N

= \/§ (arctg\/i — arctg\%) = ﬂarctgﬁi.

luego parar =0=2=0ANz =7 = 2 =1,

2z
1422

2z Siz=0=z=0As=5=2=
—z 3

c) Sea tgs = z, senx =
\/§, entonces:

tgr =

V3 V3

zdz zdz
3 /0 (1—22)(1+22+ 22) /0 (1= 2)(1+z)s OO POEE
método de fracciones parciales, sea

z _ A B C D
0P 1= T T T am =

1 1 1 1
A=5 B=—50=3 D=5
luego

WAL AR! 1 1 (V3 dz 1 (V3 dz
Iy = 5 dz — 3 5 T3 2~

0 l+z 1-=z 2/, (1+2) 4/, (1+2)
1l 1+2
—lo
s 1=
V3

11 1.1 _ 1 V3+1 1 1 1
+Z(1+z)2 - Z1+z]0 - §l09\/§71 +1 <(1+\/§)2 N 1+\/§>

3. (Qué hay de incorrecto en el calculo de la integral siguiente?

/2log|a| dr 1 l 2
_ = — o
0 e —a2e=  2¢7

a—a
a4+ a?

a—e”

a+ e*

— log

loga2: i l
0 2% [ 0g

a—1
a—+1
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B 1 ] 1—a ] 1—a _0
- 2a °9 1+ a °9 1+al|l
Solucioén.

El dominio del integrando es (—oo, log|a|) U (log|al, +00), como log|a| esta en
el intervalo [0,2log|a|] y no esta contenido en el dominio del integrando, la
integral es impropia, y por lo tanto, el calculo de la integral no es correcto.

b b
4. Pruebe que: / f(x)dx :/ fla+b—x)dx

Prueba:

b
Sea g(r) = a + b — z entonces / a+b—2x)dr = —/ flg())g'(z) =

/f /fd:c—/f dz.

5. Muestre que:

= 7 para todo n

/” sen(n + 3)z dx
0

z
sen2

Solucion.

sen(nJr%):r

Como % + cosx + cos2x + - -+ + cosnx = :
2 256715

para senj # 0, entonces:

/7r sen(n + 3)z dx
0

= = / (14 2cosz + 2cos2x + - - - + 2cosnx)dx
sens 0

=1+0+---+0=7

/1 dt /1/’” de_ -
— = 1T
L, L+ t2 . 1+t

6. Demostrar :

Demostracién.

Seat=1 = dt=—-Ldusit=1=u=1;sit=a0=u=21; asi
u U X

/1 dt _/1 —Sdu /1 du _/w dt
L1+ a1+ L e+l ) 1

7. Demostrar:
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a) /07r xf(senx)dx = g/oﬂ f(senx)dx

Indicacién: haceru =7 — 2z

b) Deduzca:
/7r x senx /1 dx
——dr = —
o 14 cos’z o 1+a?
Demostracion.
a) Seax=m—u<=dr=—du,sizr=0=>u=wsiz=m=u=0,luego

/0 " f(sena)de = — /ﬂ "(r — u) f(senu)du

= f (senu)du — / uf(senu)du de donde

/07r xf(senx)dx / f(senx)d

b) De inmediato por (a)

4 senx T [T senx
/ T ———dr = —/ ——dx
o 14 cos’x 2.Jo 1+ cos’x

u=cosr <= du=—senxdr, r=0=>u=1yx=7m=u= —1 luego:

-1 1
du s du
:_g/ :—/ COMO T €s par
o 14w 2 ) 1+ u? Tu

T senx T ' du L du
T—-—dr =2 — =7 )
o 1+ cos?x 2 Jo 1+u? o 1+u?

8. Calcular
2,2 2
a)]:/ dx b) :/ toe tdt
_5 64 4 26 1
Solucién.
2 2
a) Como el integrando es par, bastard calcular I = 2 / dx =
o 644 26

2 2—6x5d:ﬂ lcul la int | indefinid f6x5dw 1
; calcularemos la integral indefinida y = a
o (644 26)623 & Y 6458 Y
final nos preocuparemos de los limites de integracién, asi entonces:
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u =64+ 2% < du = 62°dr y 2* = Ju — 64, asi

y:fu\/‘ﬁ,ahorau—64—t2<:>du—2tdte

y=2[ 2 i = jArctgt = JArctgiv/u — 64

= lArcth 3: luego I = 1Arctg S 2= 48

b) Integrando por partes;u = t° <= du = 5t'dt y dv = e~ 'dlt <= v = —e ',
luego I = —e '® + 5 [ e7't*dt, nuevamente v = t* —= du = 4t3dt y
v=—etast: [ = —e P +5(—e 1t +4 [ e 't3dt); procediendo en forma
analoga se llega:

I = —e7(t° + 5t* + 20t + 60t% 4 120t + 120) |2, de donde

I =—1[52 _326] =1.91633

e

9. Calcular:

a) [ = /;/2 T pI= /ab(x — Q)" (x)dx

1+ senz

Solucion.

dx
1+senx

1—
v = /Mda: = /sec%da: — /secxtgx = tgxr — secx luego

a) Por partes u = x <= du =dz y dv =

cos?x

/ dex = z(tgxr — secx) — /(tgx — secz)dx

= z(tgxr — secx) — /tga: dx + /secas dx por ejercicios numeros 8.15, 3
a)y 8.17-10b)
z(tge — secx) — log|secx| + log|secx + tgx| + C

= z(tgxr — secx) + log|cosx(secx + tgz)| + C

= ZEOL 4 [og|1 + senz| + C

1+senz

—x cosx
l—i—sena:

asi: [ = + log|1 + senz| \0 =log(2).
b) Por partes u = (z — a)? <= du = 2(x —a) ANv = /f”’(:v)d:v = f"(x)

asf: /(:L‘ —a)’f"(x)dr = f'(z)(x — a)® — 2/(:U — a) f"(x)dz; nueva-
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mente u = (¥ —a) <= du = dx y v = /f”w)dw = f'(z), y queda
= [(@)(x — a)? ~ 2((z — a)f'(x /f )d)
= f"(x)(z —a)® = 2(x — a) f'(z) + 2f (2) +

I= [ aP s @)ds = {1"@)(o — o ~ 20— o) (x) + 2f@)} |
= J10)0— a)? — 20— ) () + 2 0) — 2/ a)

b 1
10. a) Demostrar / f(x)dx = (b— a)/o fl(b—a)t +a]dt

b) Aproveche a) para calcular el valor de A, dado por

-5 2/3
A= / @5 g + 3/ 9@ +2/3)? g
—4 1/3

Solucion.

a) Sea x = pt +q; asi parax = a = t = 0,z = b = t = 1 luego
a=qgANb=p-14+a= p=>b-—aademds dr = pdt = (b — a)dt, luego

/f(x)dx:/of[(b—a)t+a](b—a)dt:(b—a)/o fl(b—a)t + aldt

-5
b) Para / @5’ dy se tiene a = —4;b = —5,b—a = —1y flz) =
4
f(—t —4), luego tenemos:

-5 1 1
/ @ gy = —/ =07 qt = —/ eV,
—4 0 0

2/3
analogamente para 3 / @2/ 3)2d1: a =

1
1/3 3 3
125—1— L 1
gt + 3 ) luego

2/3 1 [t 1
3/ 69(”‘"’2/3)26133 —3. _/ 9(1/3t+1/3— 2/3)2 dr — / e(tfl)zdt
1/3 3Jo 0

1 1
por lo tanto A = —/ et + / e qt =0
0 0

I:/ x21/a_xd:c
0 a+z

11. Calcular:
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Solucion.

Sea x = asent <= dx = acostdt; parar =0=1t=0Av=a=1t= 7

/2 la — asent ™2 sen?t cos’t
I = / a’sen’ty| ———— a cost dt = a3/ —dt
0 a + asent 0 1+ sent
/2 /2
I=ada° / sen’tdt — a® / sen3t dt
0 0

5 w/2 w/2
I= %/ (1 — cos2t)dt — / (1 — cos*t)sent dt
0 0

, ™/2 1 2
=% (t— Lsen2t) / +cost |7/ —5003315 2= ¢ [% — 5} :
0

12. Calcular:

) s 3,5 dx b) ; /log3 dr
a = _— = _—
9 Vb +dr — x? logz COsh?x

Solucion.

integral inmediata cuyo

Calcul
a) acuemos/m /\/T

valor es: = Arcsen®32 + ¢ luego I_Arcsen*32 95= Are sen? = 0.5235

b) Calculemos:

/% /sech rdxr =tghx
cosh?x dx

e 1 1
aSII_tgh |log(2 ex+e x |10€ <3+%_2+%) B (E_g B
§—6 1

10 5

13. Calcular:

"log(1 ? 1
a) I:/ Md:{: b)[z/ cosx log (l—i-x) dx
0 _ T

1+ 22

Solucién.

a) Sea x = tgt <= dr = sec’tdt,siz =0 =t =0Ax =1=t=1%,
luego queda:
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cost

w/4
I= / log(1 + tgt)dt; pero 1 +tgt = tg% + tgt = V2sen(t+/4)
0

asi:

/4 /4 T /4
I= %log(2)/ dt+/ log [sen (t + —)} —/ log(cost)dt
0 0 4 0

I = %log(?) + Iy — I, ahora para I sea

t=7—u<s=dt=—-duyt=0=u=

asi:

0 T w/4 T T
1 :—/ log [cos (——u)}du:/ log [sen (—— (——u))}du
? /d 4 0 2 \4
w/4 T
I, = / log [sen <Z - u)] du = I, por lo tanto I = %log(2).
0

Haremos ver que cosx log ( ﬁ) es una funcién impar; sabemos que cosx

es par, luego el problema esté resuelto si probamos que log (1”) es impar,

en efecto sea f(z) = Iog (££) = f(~) = log (152) = —log (12) =

—f(z), entonces por ejercicio resuelto 5.6, 13 b), tenemos que I = 0.

14. Demostrar

fwyto = [ 11w = fi=o)lds

para cualquier funcién continua f(x).

Demostracion.

/f da:—/f d:c+/f
ahora sea x = —u en la primera integral dx = —du
yparaxr =—a=—u=a/Ar=0= u=0, asi

:/aof(—u)(—du)Jr/Oaf(x)dx:/Oaf(—x)der/Oaf(x)dx

- / ") + f(@))da

15. Demostrar que la integral I = /

T sen 2nx

dz es nula si n es un entero.
0 Senx
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16.

17.

Demostracidn.

Searx=m—t=dr=—dt. Prar=0=t=nANx=m=1t=0slnes
entero,

0 sen2n(m — ™ sen(2nm — 2 ™ sen2
I _/ sen 2n(m —t) g — / sen(2nm — 2nt) g — _/ sen ntdt _
s 0 0

sen(m — t) sent sent

de donde 2] =0« ] = 0.

9
a) Calcular la integral I, = /1 (ff—igél

b) ;Existe lim 1,7

T——+00
Solucion.

a) Seau:logt@du:%dtydU:%@v:

Toodt logx Y1 t
L= | . [ (3- it
e L+ o t(1412) T+ L\t 241

2
e ) ) . logx 1 2z
L = =T +logw — 5log(t” + 1) [i= —1——5 + 5log (w2 +1

1
1412

luego,

logr 1 2 1 1
b) lim I,=-— 1 - Ii =0+ =log2 = =log2

1 1 1
Calcular la integral I :/0 :E4—+l; I, :/o m; I3 :/0 (z + 1)2 da.

Solucion.
De inmediato para [, por ejercicio resuelto 8.16, 5¢), tenemos que:

12+\/§m+1

]1 22—/2z+1

= ﬁlog + ﬁArctg(\/ix +1)+ ﬁArctg(\/ix -1 s

I = 2log(3 + 2v/2) + =2
Para I, tenemos que por partes en [y,

—da3dx
($4+1)2

1 1

1

+4/ (:U‘LIETl)?dx =3 +4(I; — L) de donde resulta [} = 1 + 41 — 41, <
0

415 = % + 37; finalmente I, = % + % <‘§ log(3 + 2\/5) + %ﬂ)

_ 1 _
u-x4+1<:>du—

ydv:dx@vzm,quedallzﬁlé
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. . . U xde 1 [t at
Para I3 de inmediato se tiene, I3 = I +/0 m =1+ 5/0 m;
dt

se hizo 22 =t y para / CESVE sea t = tgh <= dt = sec*0df y queda:

+1)

dt sec?0do d ) 1
/ (124 1)2 _/ sectd / sec2 /COS 0t = 1(20 +senf) +c

= 1(2 Arctgt + sen2 Arctgt) + c,

luego

1
Iy = I, + $(2 Arctgt + sen2Arctgt) = I + 116 + 3

18. Calcular:

1
I:/ V2 —2x + 2dx
0

Solucién.

Sea x —1 = senhf, poniendo a « la solucién de —1 = senha y para x = 1 <=
0 = 0, se tiene:

0 1 0 h 26
I= / (senhf + 1)cosh29 df = §COSh39 X " n S€n4 |3

_ 1 _ [ cosh3a o senh2a
I= 3 < 3 + 2 + 4 > )

ahora senha = —1 <= cosha = V1 + senh2a = V2 = ¢® = senha +
cosha = /2 — 1 asf:

1 2 2v2-1
I:§l0g(\/§+1)+\/7_——\/—3

19. Siendo o un nimero real positivo, se considera
w/2
1, = / sen®x dx
0

a) Encontrar una férmula de recurrencia entre I, e I,,2 y demostrar para
a >0, que f(a) = (a+ 1)1, I,11 es periddica y que 1 es el periodo.
Calcule f(0).

b) Demostrar que f(«) es decreciente y deduzca para k € Z7, que k < a <

k+1 k+ 2
E+1 = k—j__2f(0) < fla) < ﬁf(@). Determine el limite de la

sucesion cuyo término general es f(a + n).
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Ia+1 -1

¢) Demostrar que 1lim

a——+00 a

Solucion.

a) Integrando por partes, resulta:

w/2
Iyo = / sen®lz senz dx
0

/2
—(sen®tg cosz) |I% +(a + 1) / sen®x cos’x dx
0

Invo = (@ + 1)y — Ing2) <= (@ + 2)Iopp = (a + 1)1,

asi de inmediato f(a+ 1) = (a+ 2)Iy1 11010

= (a+1)1,I,11 = f(«) luego f admite a 1 como periodo, ademés

126

f(0) =1 =7
b) Para 0 < z < § = 0 < senz < 1, luego si o < 8 = sen®z >
w/2 w/2
senfr = sen®x dr > sen’z dx, porlo tantosi k < o < k+1,

0 0
se verificard I, > I, > I 1, Igi1 > o1 > Ipyo de aqui:

%f(k) = (k+2)LpI11 > (a+ 1)1, Ia+1 > (k4 1)1l =

= f(k+1)

Como f(k+1) = f(k) = f(0) = F; ya que k es un entero positi-
vo luego ’Z—ﬁ% > (a+ 1) loyr > Ja5e. lo mismo para a + n resulta:

k+2 27

Zi’gﬁg > fla+n) < LT de donde de inmediato nhjglo fla+n)=

ntkt2 2
ademds f(a+n) = f(«) ya que f tiene periodo 1.

I, ) «
¢) De inmediato por (a) lim —2 = lim =1
a—-+o00 o a—4oo (v + 1

20. Calcule:

x\/a2 x2
0 \/a2+a:2

w/2
b) Sea I,,, = / cos"x sen nx dr y demostrar que:
0

a)

1 m ,
J— + l_1 n_1 ¥ que aqui establezca que
’ m+n m+n '

1
n—1

w/2 )
c) cos"“xsenn x dr = , n>1
0

2
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Solucion.

a) Sea 1% = a*c0s20 < 2xdr = —2a®sen20dl si x = 0 = 0 =
r=a= 0 =0, luego:

O V1 —cos20 0
I = —a2/ VO en26 df = —a2/ tgl sen20 do
x/4 V' 1+ cos20 /4

w/4 0 1 1
I = 2a2/0 sen?6 df = 2a’® (5 — 156n26> 3/4: 2a° <g — Zl)

b) Sea u = cos™x <= du = —m - cos™ 'z senx

FNE]
o

cosnx

dv = sennx dr < v = —
n

luego queda:

w/2

m _
— cos™ 11‘ senx cosn x dx

/2
Inn = —*cos™x cosn x ]0/ -

w/2
Nlpp=1— m/ cos™ 1z senx cosnx dx
0

/2
(m+n)ly,=1- m/ cos™ ta senx cosnx dx + Ml n
0

/2
(m+n)lp,=1—m / (cos™ 'z senx cosnx — cos™xsen nx)dx]
0

[ pr/2
(m+n)ly,=1—m / cos" txsen(r —nx)dr| =1+m L, 1,
0
— ]m,n = mirn + mLJrn m—1n—1
¢) Por induccién sea i) sea n = 2 ya que n > 1
/2 92 w/2 1
/ sen2x dx = _ o5 / = —
0 2 Jo 2
ii) Sea véalido para n = k, es decir,
w/2 1
/ cos" 2rsenkrdr = —— = I, oy
0 k—1 ’

para demostrar n = k + 1, o sea

w/2 1
/ cos" 'z sen(k + 1)zdx = 7= Te 1 g1
0

en efecto
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1 k—1 1 k—1 1 1
ST T T s R

Ly ng = rF—1
k=Lt o% ' 2% k—1 k

21. Demostrar que:

/Oxf(u)(m ) = 2/01 [/0 (/va(t)dt> dv] du

Demostracién.

Integrando por partes, sea: z = (v — u)? < dz = —2(z — u)du, dy =
flu)du <=y = / f(t)dt, asi

[ ot —wpan= e [“soai 2 [
{ /0 ) f (t)dt} ( —u)du =2 /0 ' [ /0 ' f(t)dt} (z — u)du; andlogamente, sea

Z:x—u<:>dz:—duydy:/uf(t)dt@y:/u {/Uf(t)dt}dv;
0 o LJo

luego:

/Oxf(u)(q:—u)zdu pY— /Ou {/va(t)dtl dv |2 +/Ox [/0 (/va(t)dt> dv] du

de donde finalmente:

/Ox F(u)(z — u)?du = 2/: UO (/0 f(t)dt) dv} du.

22. Demostrar que:

-1

(1) =[o+n [ Fa-mr=a]  eon ns

Demostracién.
1
Sea Iy = / (1 — )" e,y u=(1—z)""F
0

k1

= du=n—-k(1—-2)"*lydv=aFdr = v = T

1
_ nek ttip =k k41 n—k—1
L=(1-2) | |0+k:+1/0 (1 — ) dx
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1
I = Z—j/ mkﬂ(l — x)"’k’ldx; analogamente repitiendo el proceso,

I, — (n—k) (n—k—1)
27 k) (k12

se llega a:

/ 22 (1 — )" "*2dx y asi sucesivamente j-ésima veces, y

1
_ (n—k)(n—k—1)(n—k—2)---(n—k—j) k+j n—k—j
;= G —— /0 e (1 = 2)" T d

ahora, haciendo

1
. _ (n—k)(n—k—-1)---21 n
n—k=j=lx= (k+1)(k+2)--~(n—1)n/0 z"dz

n—k)lk! gn+1 k'(n - k)'

_ 1_
— In—k: - n n+1 |O_ n'(n+ 1)

_ kl(n—k)!
n—k = Ql(n+1)

de donde, entonces: [y =1} =--- = y reemplazando en:

-1

e | - o tds] = kDM = ()

2 2 4

t
23. Demuestre 1 — 5 <cost<1-— 5 + o1 para todo t.

Demostracién.

. . 2
De inmediato 1 — cosz > 0, Vz ahora demostraremos 1 — cosz < %, en

efecto tenemos: 1 — cosx = 236n2§ pero senx < x Vx, asi 1 — cosx

IAINA

22 -5 = 1—cosx < %; entonces hemos establecido que 0 < 1 — cosx

2

t t
T = -1 < —cosz < -1+ % integrando —/ de < —/ cosx dx
0 0

IN

t 2 3
t
/ (—1 + %) dr <— —t < —sent <t + 3 integrando nuevamente:
0

¢ ¢ ¢ 73 1
—/ rdr < —/ senxdr < / (—x + —> dr <= —=2° |} < cosz |},
0 0 0 6 2

2 t2 4

t t
< <—§ + %) = —3 <cost—1< —5 + 1 finalmente:

1—%Scostﬁl—%#—%,paratodot.

8.28. Ejercicios Propuestos

1. Calcule las siguientes integrales definidas:
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/9 dx
a)
1 3 + 5[E
1
d
b) / -
0 x° + 1
/1 23dx
o) | G
0 Tt+a*+1
7/4 d
d) / ’
. 9+ 16(z — 1)
m/4 dx a
- > 0)
e) /0 acos®z + bsen?x <b
w/2
f) / sen™x dx = I, también Iy,,e Io, 1
0
' 27 +3
9) | s
o (6x+7)

2 1
h) / v %sen—dx
1

X

. 2m/3 dr
2 /0 d + 4cosx

1
) / 2V4 — x2de
-1

k) /3”/4 senx dx
x4 08?2 — Scosx + 4

[) /13 log(z + Va2 — 1)dz

) /7r/4 dr
m

) /3/4 (z+ 1)dx

1/4 z?(z — 1)

Respuesta.
a) £log 6 c) +log3 — “\f e) \/Lafbarctg\/g

k) jlog 7257 m)zlog i+ 5

©l3

g) o)
2. Demostrar

0=27
/ ydr = 37 siendo x = 6 — senf, y = 1 — cos

/ \/ ) = V2e%(e — 1), siendo © = e'cost, y = e'sent.
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3. Determinar un par de nimeros a y b para los cuales

1
/ (az + b)(2* + 3z + 2) 2dw = ;
0

Respuesta.

a=9ANb=27/2
1
4. Sea I, = / (1 — %)"dz. Demostrar que (2n + 1)I,, = 2nl,_; y determine
0
127[37[4 € [5'

Respuesta.

8/15, 16/35, 128/315, 256/693.

w/4
5. Sea f(n) = / tg"xdx donde n > 1. Demostrar que:
0

a) f(n+1) < f(n)

b) f(n)+f(n—2):nilsin>2
c) %H<2f(n)<n_lsin>2

Indicacion: ver ejercicio resuelto 8.13, 10 b).

6. Calcular f(0), sabiendo que f(7w) =2y que /W[f(x) + f"(z)]senz dx =5
0

Respuesta.

3

7. Designando por A el valor de la integral / %dw y calcular la siguiente
0 (x

integral en funcién de A:

/ ™2 senx cosx dx
0 r+1

8. Demostrar que:

0) /lemu — ) de = /lem —)dr (myn > 0)
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b) /Oaf(x2)d:r; _ %/_ Fa?)da

7 , . 1 d,flj 1 1
9. ;Qué esta equivocado en — == |
1 T x

b
10. Demostrar que si f es mondétona en [a, b], / f(z)dz esta entre f(a)(b—a) A
f0)(b—a).

b
11. Demostrar que si f es continua en [a,b] y / f(z)o(x)dx = 0 para toda o

integrable, entonces f(x) = 0.

P14+ V1 +t
: V1i+t—1
b) ;Cual es la derivada de I,7

c) Probar que I, tiende a +00 cuando x tiende a cero.

12.  a) Calcular la integral I, = dt, (x > 0)

Indicacién: haga el cambio v =+/1+1t — 1.

Respuesta.

a)ll —z — 41+ —4log(v1+z—1) b)——lﬁ%ﬁ

dx

pan - SCEG

13. Calcular la integral I = /
0

Respuesta.

Slog(y/a +2) + Slog(Va2 — 2{/a+2) + 2Arctg(Ya — 1) — Zlog2 + 22
14. Calcular las siguientes integrales:
w/2 dr
a) / 3
x/3 SENST

b) /”/3 senx sen2x
o senizr + costr +1

) / iz —a)b—2)dx (a < b)

Respuesta.

a) 5 + 3 log3 b) L Arctg2y/3 — ‘1/—23 log13 c)5(b—a)?
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1
15. Designemos por I, la integral I, = / z"sen(rx)dx;n € N.
0

a) Calcular Iy e I;. Establecer una relacién entre I, e I, y utilizar dicha
relacion para calcular 1.

b) Demostrar que la sucesion I, es decreciente y tiene por limite 0; deducir
F
que I,, es equivalente a —.
n
c¢) Demostrar:

2

¢ 1 i <1, < T
(n+1)(n+2) (n+3)n+4)] " (n+1)(n+2)
Respuesta.
b=t li=i-Bel

V142 1
16. Calcular / T dzx haciendo x — — =t

11— a2 x
Respuesta.
75

17. Demostrar que si f es continua en [0, 1], entonces

/2 /2
/ f(senx)dz = / f(coszx)dx
0 0

3
18. ;Se puede hacer en la integral / rv1—a2dr x = sent?
0

Respuesta.
No

2

a 1 a
19. Demostrar / 23 f(2?)dx = 5/ z f(x)dz (a>0)
0 0

20. Calcular las siguientes integrales:

o [ L - e

2
1 1
b)/ (1—|—x——)e$+idx hacer t =z + —
1/2 xz Xz
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c) /16 [z logz]*dx

3 [z
d) / Arcsen dx
0 1+

log2
e) / senh*z dx
0

f) /lgxmm‘

Respuesta.
a) Arctg32 —2m b) 3¢5/2 c) (e —2)
d)ir— 3 e)~0.040  f)—2&
21. Hallar las integrales para n y m nimeros naturales
/2 ™
a) / sen®"zcos®x dx b) / sen"x sen nx dx
0 0
™ ) 1 1
c)/ wdm d)/ 2™ (logx)"dx
0 coST 0

™ w/2
e) / cos" 'x sen(n + 1)z dwv f)/ log(cosx)cos 2nx dx
0 0

Respuesta.
w(2m)!(2n)! s nw n
a) 22m+27(1+1731!(n!()n+m)! b) gzsenty c)(=1)"m
—1)"n! T n—
d) (751+1))n+1 e)0 f)@(_l) !
1 /2
Arct 1 [
22. Mostrar que / re gxdx == / z dx. Para x = 0, considere que am-
0 T 2 /)y senx

bas funciones valen 1.

2

1

23. Dada / e si se hace la sustitucién x = - se llega a un resultado erréneo
_9 T

jcudl es?, hallar el error.

Calcule el verdadero valor de la integral.

Respuesta.

El verdadero valor es %.
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24. Calcular
> aPsen’x
—d
%) /_5x4+2x2—|—1 v
b) / f(z)cosn x dx

5/4m sen2z ) ., .
c) ———————dz (note que integrando es una funcién periddica).
,r cos*x + sen*x

Respuesta.

a) 0 b) Si f(z) es par [ = 2/7T f(z)cosnx dx si f(x) es impar I =0
0
c) &

25. Demostrar

/f dx—/fa—f-b—x

—z)dr = —x)d
/ f(x)g(t — x)dx = /0 g(z)f(t — x)dx
26. Calcular:

a) I, = / (a®> — 2*)"dxr, n € N
0

w/2 w/2
b) I, = / sen"z dr = / cos"x dx
0 0

Respuesta.
n n— ” T
a) I, = a22n2+1[ b) (n—'P (5)

(use el resultado de a) convenientemente).

1 d
2rn! dxm
Demostrar que:

27. Sea P,(z) = (2> = 1)"], (n=0,1,2,--)

0 si m#n
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8.29. Aproximacién de Integrales Definidas.

)

1)

Formula de los Trapecios.

Sea y = f(«) una funcién continua en el intervalo [a,b]. Dividamos este in-

tervalo en n partes iguales, mediante los puntos zp = a + kh, k=0,1,--- .n
b—a
donde h = :
n
Ay
. Jx)
//\L
—
EN
Sxi) Six)
ajw
/ »
0 a=x Xil X; b=x >

Figura 8.15: Férmula de los Trapecios

El area de un trapecio cualquiera estara dada por:

A= gmxil) + f(w)]

asl entonces:

[ H@ytn =37 A = SUr0) + 27(00) + 20 + -+ 2 ar) + S

El error £ en esta férmula se estima de la forma:

(b= a)’

M
€l < , donde M = sup |[f"(z)]

12n a<z<b

Foérmula de Simpson.

Sea y = f(x) una funcién continua en el intervalo [a, b]. Dividamos este inter-
valo en 2n partes iguales, mediante los puntos xp = a + kh, k =0,1,--- ,2n

donde h = b a.
2n

Ahora cada dos intervalos consucetivos se construye una parabola de la forma
y = a;x% + bz + ¢; tal que pase por los puntos:

(i1, f(@ic1)); (s, f(23)); (ig1, f(@i41))-
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0

Figura 8.16: Férmula de Simpson

El drea bajo una de estas parabolas (cualquiera ) estard dada por:

A = /xwl(ain + bjx + ¢;)dx = g[f(xll) +4f(x;) + f(zig)]

Ti—1

de donde sumando todas estas areas obtenemos la férmula:

b
[ e = S r0) + Floa) + 4UF ) + Fla) 4o+ fam)

20 (w2) + f(a) + -+ fz2n)]}-

El error £ en esta formula se estima de la forma:

)
M(b—a) donde M = sup |f'V(z)|

< 7
|§| - 180(2”)4 ’ a<z<b

siempre que exista fIV(z) y acotada.

8.30. Problemas Resueltos

1. Se mide la temperatura en un lugar a diversas horas, obteniéndose la siguiente
tabla:

Hora | 0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 20.00 24.00
Tem(°C) | 10 8 6 15 20 12 11

Estimar la temperatura media.
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Solucion.

7°

0 4 8 24
Figura 8.17: Problema 1

24-0 _

De inmediato h = G

4 asi la temperatura media es:

24
/ T(t)dt ”
_ 0 1

BCEURRETY S

Usando la regla de trapezoides tenemos:
T = i[T(O) +2T(4) 4+ 2T(8) + 27(12) + 27'(16) + 27°(20) + T'(24)]

= L1104+ 164+ 124+ 30 + 40 + 24 + 11] = 43 — 11, 9°

Al calcular una temperatura media, no es aconsejable hacerla por medio de
calcular un promedio, ya que se pierde exactitud.

2. Resolver el problema anterior por la regla de Simpson.

Solucion.

= # 1 4
T=g | T(t)dt=g- 2 [T(0)+4T(4) +27T(8) +47(12)
0

+2T(16) + 4T'(20) + T'(24)] = 15[10 4+ 32 4 12 + 60 + 40 + 48 + 11]

_ 213 __ o
=23 _ 11,83

Sabemos que Simpson entrega un resultado de mejor calidad que el de los
trapezoides.

3. Calcular aproximadamente log 2.

Solucion.
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2
1

Como logQ = / —dz, dividiendo el intervalo [1,2]en 10 partes iguales, luego
LT

h === = 0.1, luego por Simpson, tenemos:

~ 0.1 1 1 1 1 1
lOgQ:T[4"1._I+2"17+4"f3+2'17[+4"1_.5

12 e 4 o2 g de g+ %] log2 = 9:1(20.794505) = 0.6931501

1
4. Calcular / V14 z*dx con cuatro decimales correctos mediante Simpson.
0

Solucion.Encontraremos 2n de tal manera que asegure la exactitud pedida.

Determinemos fV(x),
flz) = L+ a2 f@) = 201+ 42%) 7Y% f"(2) = 2(1+ 24) 7220 + 327)
S (@) =41+ 2*)/2(=22° + 3x); f1V(x) = 4(1 + 2*)7/2(102% — 3z* + 3)

£V (@) = 4(1 + 21) TP(a),
Como P(x) es siempre creciente en [0, 1], toma su valor maximo en z = 1
es decir P(1) = 10, ademés (1 + z*)~7/2 es decreciente en [0,1] y tiene un
valor méximo en x = 0 que es igual a 1, luego podemos afirmar que en [0, 1];
|f1V(z)| <4-1-10 = 40, asi: para calcular la integral pedida con cuatro cifras
correctas, el error total no deberd sobrepasar 0.001, luego tomaremos [£| < %
0.0001, por error de redondeo en la ultima cifra, por lo tanto:

M(b—a) 1 40. 1°
so@nys < 3 0-0001 <= 15555 < 5 0.0001 <= n > 4,1

luego, bastard tomar 2n = 10, con lo que

40

1
=2.22107° < = 0.0001
180(10)¢ ‘ 2 ’

€l < <

asi: 5 Lo
@ _ 7 0.1.

B — -
2n 10

La siguiente tabla de valores de la funcién f(z) = /1 + x* para x € [0, 1] con
un h = 0,1 y con cinco cifras decimales.
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i | x; | V1+2*| iimpar tpar | 1=0,10

0 | 0 | 1.00000 - — 1.00000

1 10.1] 1.00005 | 4. 00020 - -

2 0.2 1.00080 — 2.00160 -

3 103 1.00404 | 4.01616 — -

4 104 1.01272 - 2.02544 -

5 0.5 1.03078 | 4.12312 — -

6 | 0.6 | 1.06283 - 2.12566 -

7 107 1.11360 | 4.45440 - -

8 | 0.8 | 1.18727 — 2.37454 —

9 109 1.28690 | 5.14760 - -

10 | 1.0 | 1.41421 - - 1.41421
> 21.74148 | 8.52724 | 2.41421

finalmente

1
1
/ V1+ztdr = 0?(2, 41421 + 8,52724 + 21,74148) = 1,08943
0

Nota: Compare este resultado con el problema resuelto.

5. Calcular la siguiente integral por el método de los trapecios con tres cifras
decimales correctas

1/2 di[)
—
/1/2 NiErarers

Solucion.

dx
1—a?)(4—2?)
asegure la exactitud pedida para lo cual calculamos f”(z), asi

Encontremos n, de tal manera que

1/2
De inmediato I = 2/ (
0

fllz) = (1 —a?)7%2(4 = 2%) %2 (52 — 2°)

f"(z) = 4(1 — 2%)75/2(4 — 22)75/2(325 — 252* + 3822 + 20)

Sea P(x) = 32° — 25z* 4 3822 + 20, determinemos el maximo de P(x) en
0,1, P'(z) = 2(182% — 10022 + 76) = 0 <= 7 = 0V z = £0,95V 2 =

+ -+ - +
£2,15 —2,15 —0,95 0 0,95 2,15 ’
en [O, %} P(x)es siempre creciente luego su valor maximo estd para r = %,
asi P (%) = 27,98, ademds, (1 — 2%)7%/2(4 — 2%)75/? es creciente en [0,1] y
en x = 3 se tiene que vale 0.07538, por lo tanto, |f”(z)] < 4-0, 07538 -
27,98 = 8,438 => |f"(x)| < 9Vx € [0, 3] con tres cifras decimales correctas,
debera verificarse

de inmediato
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1 3

1 9(3-0)

€] < 50,001 <= BET R < 0,0005 = n > 13,69 = n = 14,
n

luego comprobando tenemos:

1

9.:=
€l < 137 1842 = 0,00048 < 0,0005

1
1 9o . [
L= %, construimos la siguiente tabla de valores:

asi: h =

0 |05000 -
0.03571 | 0.5004 | 1.0008
0.07143 | 0.5016 | 1.0032
0.10714 | 0.5036 | 1.0072
0.14286 | 0.5065 | 1.0130
0.17857 | 0.5102 | 1.0204
0.21429 | 0.5149 | 1.0297
0.25000 | 0.5205 | 1.0410
0.28571 | 0.5272 | 1.0543
0.32143 | 0.5350 | 1.0700
0.35714 | 0.5441 | 1.0881
0.39286 | 0.5545 | 1.1090
0.42857 | 0.5666 | 1.1331
0.46429 | 0.5804 | 1.1608
0.50000 | 0.5963 |
ST | 13.7306

O 1O Ol W N~ O

el R
= w N = OO

1/2 dx =
luego: / ~ 38 (0.5 4 13,7306 + 0,5963) — 0,2648
8 o i) —) 2 { )

1/2 dl’
finalmente: /
“12 /(1 —22)(4 — 2?)

Nota: Compare este resultado con el problema resuelto.

=~ 2(0,2648) = 0,5295

6. Se lanza un cohete verticalmente desde el suelo y se registra su aceleracion du-
rante los primeros 80 segundos. Calcular basdndose en la tabla que se adjunta,
la velocidad y la altura alcanzada por el cohete en el instante ¢ = 80.

t(seq) 0 10 20 30 40 50 60 70 80
a(m/seg?) | 40,00 42,17 4459 47,29 50,33 53,77 57,72 62,25 67,56

Solucion.
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do(t)
dt

Tenemos para un movimiento acelerado = a(t) de aqui:

Calcularemos esta integral por Simpson entre 0 y 80, para2n = 8 y h = 820 —

8
10; luego simplemente se tiene:

80 10
o(t) = / a(t)dt = T[40+ 4(42,17 + 47,20 + 53,77 + 62,25]
0

+2(44,59 + 50,33 + 57,72) + 67,56] = 4115, 86m/seg
analogamente para el cdlculo de la altura, tenemos:

O _ oty = H(1) = /0 v(t)dt

Por lo cual calcularemos la velocidad en cada intervalo par, a fin de poder
aplicar Simpson, asi tenemos:

20

10

v(20) = / a(t)dt = 3[40 + 442,17 4 44,59] = 844,23m/seg
0

40
1
v(40) = / a(t)dt = 30[40 +4(42,17 4 47,29) + 2 - 44,59] = 1791,16m/seg
0

60 10
v(60) = / a(t)dt = ?[40 +4(42,17 + 47,29 4 53,77) + 2(44,59 + 50,33) + 57,72]
0
= 2868, 26m/seg

80
v(80):/ a(t)dt = 4115, 86
0

asi confeccionamos la siguiente tabla.

t(seg) |0 20 40 60 80
v(m/seg) |0 844,23 1791,16 2868,26 4115,86

luego h = % = 20,

80 20
H(t) = / v(t)dt = Z2[0 + 4(844,23 + 2868,26) + 2,1791, 16 + 4115,86] =

0 3
150329,46mts.

H(t) = 150,33K'ms
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8.31. Problemas Propuestos

1. Hallar el drea limitada por Y = ¢, el eje v y las rectas + = 0 Aoz =1
aplicando la regla de los trapezoides y Simpson.

Respuesta.

T = 0,74620 S =0,74683

2. Una curva estd dada por el siguiente cuadro de valores:

x|/l 2 3 4 5 6 7 8 9
y[0 06 09 12 14 15 17 18 2

Hallar el valor aproximado del area limitada por la curva, el eje X y las orde-
nadas extremas r = 1 A z = 9 por Simpson.

Respuesta.

10.466

3. Calcular el valor aproximado de

5 1/2 dr
a) / V35 + wdw b) /
1 0

1+ 22
6 3 3
c) do d) / logx dx e)/ T dr
2 X 1 1 20 — 1
Respuesta.
a) T.24.654, S.24.655

)

b) T.0.4631, S.0.4637
¢) T.1.117, S.1.100
d) T.1.287, S.1.2870
e) S.0.8111

1
4. a) Hallar una aproximacion para el valor de la integral eliptica / V14 z3dx
0
empleando la regla del trapezoide con n = 10.
b) Anélogamente haciendo uso de Simpson.

c) Estimar el error en ambos casos.
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5. Calcular:

Respuesta.

a)S. 1.371 b) T. 6.0656; S. 6.0896

6. Un terreno esta situado entre una valla rectilinea y un rio. La anchura Y, (mts)
del terreno a una distancia X, de uno de los extremos de la valla viene dada
por:

X [0 20 40 60 80 100 120
Y |0 22 41 53 38 17 0

Aplicar Simpson para hallar aproximadamente el drea del terreno.

Respuesta.

3507mts>

3/2 Lu/10

7. Calcular la integral / dr mediante Simpson con cuatro cifras deci-
1

2T
males exactas.

Respuesta.

1.2038

™2 senx

8. Calcular la integral / dzx con tres cifras decimales exactas, usando
s

/a4t
Simpson.

Respuesta.

0.601

9. Por Simpson calcular:

a)/owmdx(n—@ b)/ollogﬂ(n_ﬁ)

(1+x)

Respuesta.

a) 5.4024 b) 0.2288
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10. Sabiendo que

T / Ldx
4 Jo 1422
calcular el niimero 7 con una exactitud hasta 107°.

Respuesta.

3.14159

! 1
11. Calcular / (e® —1)log (—) dr con una exactitud de 107%.
0 x

Respuesta.

0.3179

12. Hallar aproximadamente la longitud de la elipse:

1.2 2

Y
Al A—T
100+36

Respuesta.

51.04



