Capitulo 7

La Relacion Fundamental

7.1. La Derivada de la Integral Indefinida

Primer Teorema.

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b] y la aplicacion:

Flz) = /Oxf(t) dt

se dice que F es la integral indefinida de f, entonces:

Demostracion.

En efecto, para todo x y = + h en [a, b]:

z+h
F(J:—l—h)—F(x):/ f(t)dt, h #0

ahora aplicando el teorema del valor medio, existe un € € (x, x + h) tal que:
F(z+h)—F(z) = hf(e), cuando h tiende a cero, € tiende a z, y por consiguiente:
F(zx+h)— F(x)

1f =
lim - f(z),

por lo tanto: F'(z) = f(x)
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7.2. Definicion de Primitiva

Sea f una funcién real definida en [a,b], se dice que la funcién real F defini-
da y derivable sobre [a,b] es Primitiva de f si para todo x € [a,b] se tiene:

Fl(z) = f().
Obsérvese que:
por ejemplo,

Fi(x) = /f f(t)dt, Fa(x) = /\;f(t)dt, - ete.

son primitivas de f, luego en general, todas las integrales indefinidas de f son
primitivas de f.

Teorema.

Dos primitivas de f difieren solo en una constante y reciprocamente, si @) es una
primitiva de f y ¢ es una constante, entonces @(x) + ¢ es otra primitiva.

Como es habitual la demostraciéon se deja al estudiante.

Observacion.

Del teorema precedente se deduce que, si conocemos cualquier funcién primitiva
D(z) de la funcién f(z), entonces toda otra funcién primitiva de f(z) tiene la
forma O(z) + ¢, donde ¢ = cte.

7.3. Correspondencia entre Primitiva e Integral In-
definida.

Segundo Teorema.
Toda primitiva de f (continua) es de la forma:

O(x) = / ft)dt + ¢; ¢ = constante
)

Este teorema establece una correspondencia entre las integrales de una funcién y
sus primitivas.
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Para encontrar una primitiva de f, bastard calcular una integral indefinida de f.
La enorme importancia de este teorema reside precisamente en la consecuencia
contraria, para calcular una integral de f basta encontrar una primitiva de f.

b
En efecto: Supongamos que queremos calcular / f(x)dx, y que conocemos una
a

primitiva @(z) de f(z). Entonces hay algin z( y alguna constante c tales que:

O(x) = /xf(t)dtJr c

luego:

a b
@(a):/ Ft)dt+c, @(b):/ F(t)dt+ ¢

de donde:

b a
O(b) — O(a) :/ f(t)dt—/ Ft)dt

_ / F(t)dt + /b F(t)dt

_ /abf(t)dt _ /abf(a:)dx

7.4. El uso de primitivas para calcular integrales
(Regla de I. Barrow)

Si O(z) es una primitiva de f(x) entonces:
b
[ @) = 0) - 0(a)

b
En consecuencia si se conoce una primitiva de f(x) para calcular / f(x)dx, no

a
es necesario subdividir [a, ], calcular sumas, formar limite etc., sino solamente
efectuar dos evaluaciones de @ y una resta.

Ejemplo.
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b
1. Calcular / cost dx

Sabemos que cosx es la derivada de senx, luego senx es una primitiva de
cosx; entonces, siguiendo la regla de Barrow

b
/ cosx dx = senb — sena
a

b
2. Anélogamente; / senx dx = cosa — cosb
a

b
3. / “dr = e® — e®
a
b bn+1 n+1
—a
4. / 2"dy = ———
a

7.5. Problemas Resueltos.

1. a) Hallar F'(x) si F(z) = /093 xf(t)dt

b) Si f es continua, pruebe que
/0 fu)(z —u)du :/0 [/0 f(t)dt} du

Solucion.

a) De inmediato

—x/f (t)dt = F'(x) = /f

b) Si F(z / fu x—u)du—/mxf( )du—/ uf (u)du, entonces

F'(x) [ /f du]—wf /f

Por lo tanto existe un nimero ¢, tal que:
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/Oz Fu)(z — u)du = /0 [/Ou f(t)dt} du + ¢,

para todo x, ¢ = 0, porque los otros dos términos son 0 para z = 0.

b
1
2. Encuentre F'(z) siendo: F(z) = / 5 dt
¢« 1+1t% 4 sen=t

Solucién.
Sabemos: F(z) = O(b) — O(z), tal que

1

= — 1
1+ 22 + sen2x 180,

o' (x) = f(z)

1
1+ 22 + sen2x

Fl(z)=0'(b)-0—-0'(z) = -0 () = F'(z) =

3. Si f es integrable sobre [a,b] y si existe F' tal que F/ = f, Va € [a,]
entonces

% / f(t)dt = f(z), Va € [a, ]

Solucioén.
Sea G(x) = / f(t)dt, Vx € [a,b], sabemos por teorema fundamental:

G(z) = F(z) - F(a) = G'(z) = F'(2) - F'(a) = F'(z) = f(2)

Tax—t ™
4. Si F(zx) = dt calcule F' ( =
i Fle) /1 sendt  CHEME (2)

Solucion.

rodt Totdt
De inmediato F(z) =z / / derivando se tiene
1 1

sen3t sen3t’
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T
rodt 1 x m o dt

Fl(z) = - de d dF'():/Q
(z) /1 sen3t+xsen3x sendz o Conee 2 1 sendt

(integral cuyo resultado se encuentra en el capitulo siguiente, problema
propuesto, 8.18. - N° 6) Notemos que este problema es un caso particular
del ejercicio N° 1 resuelto.

5. Una funcién f estd definida para todo = por la férmula

1+ sent

f(z) :3+/ ————dt

0 2+t

Hallar un polinomio P(x) = ax? + bz + ¢ tal que

P(0) = £(0),P'(0) = £'(0) y P"(0) = f"(0)

Solucion.

P0)=c=f(0)=3, asic=3

1+ sen0 1 1
/ — — ! = " = — { = —
P'(0) = b= f'(0) 51 02 2,&81b 5

P"(0) = 2a y como

cosx(2 + x2) — (1 + senx)2z
(2 + 22)?

1+ senz
/ —_— —
f(z) 2+ 22

= f(x) =

1 1
asi  f"(0) = 5 ¥ de P"(0)=f"(0) = a= 1 luego

6. Existe una funcién f, definida y continua para todo x real, y que satisface
la ecuacion

T 1 .21716 1.18
/ f(t)dt = / ft)dt+ — + —— + ¢
0 . 8 9

con c = cte.
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Hallar una férmula explicita para f(x) y el valor de c.

Solucion.

Derivando la ecuacién dada, tenemos:

f(z) = =22 f(zx) + 22 + 22! = f(x) =
Ahora para determinar ¢, se tiene
T T 16 18
/ 2t15dt=—/ 2V Tdt+ 7 + T 4c
0 1 8 9

.’,12'16 .’,12‘18 1 1616 1'18

of ¥ Lo T T
16 8 TPt s Tg ¢

1
de donde simplificando ¢ = 9

Noétese que se usé el teorema fundamental y la regla de Barrow.

7. Demostrar que si f(z) es continua y f(x) = / f(t)dt entonces f(x) = 0.
0
Demostracion.
Derivando f(x) —/ f(t)dt obtenemos f'(z) = f(x)
0
fl(x)e ™ — f(x)e =0, (e* #0, Vz); por la regla del producto:

[f(z)e ™) =0 <= f(x) = ce® pero 0 = f(0) = ce® <= c =0 asi f(x) =0

z+1
8. Demostrar que si f”(z) > 0, para todo z, y g(z) = / (x —t)f(t)dt

entonces ¢”(r) no cambia de signo.

Demostracion.
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g(x) ==z /x+1 f(t)dt — /x+1 tf(t)dt, derivando

r+1
g'(x) = / fOdt +z[f(x+1) = f(@)] = (z+ D f(z +1) +2f(z)

g"(@)=fla+1) - f@)+ fla+ 1) +af(z+1) - flz+1)
—(x+1)f'(x+1)

flz+1) = f(=z)
(x+1)—x

g'(x) = flz+1) = flz) = fllz+1) = — [z +1)

de donde

g"(x)=f"(§) = f(x+1) conz <&<ax+1pero f’(z) >0, Ve = f'(z)
es siempre creciente, entonces f/(§) < f'(z 4 1) luego: ¢” < 0, Vz

9. Dada una funcién g continua para todo z, tal que
1 1 T 5
o) =5. [ gttt =2y j@0) =5 [ (@=0? 0.
Demostrar que f'(z) = m/ g(t)dt —/ t g(t)dt y calcular (1) y f(1).
0 0

Demostracion.
1 xT T 1 xT

Fz) = x2/ g(t)dt—x/ ] g(t)dt—i—/ 2g(#)dt,
2 Jo 0 2 Jo

derivando:

F@)=a [ g+ gaata) = [ ta(orit—a%a(o) + 5a%0(0)

f'(x) —x/ g(t)dt—/ tg(t)dt derivando nuevamente:
0 0

1) = /O " g(t)dt + wg(e) -z ga)
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x 1
:/ g(t)dt:»f”u):/ o(B)dt = 2
0 0

f(x) = g(x) = f"(1) =9g(1) =5

10. Una tangente al gréfico de la funcién y = f(z) en el punto z = a forma un

angulo de g con el eje X y un angulo de % en el punto z = b. Calcular

/a ' )

si f”(x) es una funcién continua.

Solucion.

De inmediato:

b
/ f(@)ds = F@)E = () - f'(a)

() -(5)=1-vs

7.6. Problemas Propuestos

1. Empleando el primer y segundo teorema fundamental del calculo, halle las

siguientes integrales:

a) /3 2(z3 + 4)dx

-1

w/4
b) / cos2x dx
0

c) / Dy(cost)dt
0

d) /131/1:3d:c
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Respuesta.

a)72 b) 3 ¢o)-2 d) 3
2. Probar que si f es continua sobre [a,b] y f = (F'og)g’ sobre [a, b], entonces:

b b
/ ;= / (Flog)d' = F(g(b)) — F(g(a))

3. ;{Qué hay equivocado en la siguiente integracion ?

/ sec’x dr = / D(tgx) =0
0 0

4. Una particula se desplaza a lo largo de una recta. Su posicién en el instante
t es f(t). Cuando 0 <t < 1, la posicién viene dada por la integral

14 2senmx cos T

R e

para t > 1 la particula se mueve con aceleracién constante (la aceleracién
adquirida en el instante ¢t = 1). Calcular:

a) Su aceleracién en el instante ¢ = 2.

b)

¢) Su velocidad cuando t > 1
)

d) La diferencia f(t) — f(1) cuando ¢t > 1

Su velocidad cuando t =1

Respuesta.

5. Encontrar una funcién f y un valor de la constante ¢, tal que:
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xX
1
/ f(t)dt = cosx — o para todo x real.
0

Respuesta.

f(t) = —sent; c=7/3

6. Demostrar que:
2

e+t =2+ Ja)
0

para todo z real.

7. Una funcién f es continua para todo x y satisface la ecuacién

* 1 1 1
/ f(t)dt = —= + 2 + ~x senx + ~cosz, Vr
0 2 2 2
Calcular: f (%) v f (%)

Respuesta.

(o F) 5007

8. Encontrar una funcién f, tal que:

r 1
/ t f(t)dt = senx — x cosz — 5952, x#0

Respuesta.

f(x) =senz — 1

T sent

9. Demostrar para z > 0, si F(z) = / Ttdt’ que:
x

xT

23F'(z) 4 22°F(x) 4+ senz = 0

11
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10.

11.

12.

Sea f una funcién definida para todo el eje real, con derivada f’ que sat-
isface la ecuacién f'(z) = ¢ f(x) para todo x donde ¢ es una constante.
Demostrar que existe una constante K tal que f(z) = K e“* para todo z.

Demostrar que una de las primitivas de una funciéon par es una funcién
impar, y cualquier primitiva de una funciéon impar es una funcién par.

Demostrar que si f(x) es una funcién periédica continua con periodo P,
entonces la integral

/;—HD f(x)dx

no depende de «.

z+T
Indicacién: Considere la funcién g(z) = / f(t)dt y derivela.



