Capitulo 6

La Derivada

6.1. Definicién

Sea la funcién y = f(x) definida en algin entorno del punto zp yz otro punto
perteneciente a dicho entorno. Podemos considerar a x como el resultado de dar
a o un incremento Ax = h = x — xg asi también la funcién experimenta un

incremento
Ay = f(xo+ Ax) — f(xo). Ahora si:
m 2Y _ g L@t b2) —(flzo) _ o f(2) = f(a0)
Nz—0 AT Az—0 Ax T—T0 T — Xo

existe, la funcién y = f(x) se dice que es diferenciable o derivable en xg, y
es infaliblemente continua en este punto (el reciproco no siempre es cierto). Este
limite lo denotaremos por:

£/wo), Do), T 4y,

Ahora, en general, tomemos como xg un x cualquiera, entonces:

Flo) =t LET D (@)

NAx—0 YAV

Geométricamente, el valor de la derivada f’(x) representa la pendiente de la tan-
gente a la gréfica de la funcién y = f(x) en el punto z.

Los numeros:
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flz + Ax) — f(x)

fi@) = lim

Az—0+ Ax
y
o) =ty G

se llaman derivada por la derecha y por la izquierda en el punto x, respectiva-

mente.

La condicién necesaria y suficiente para la existencia de la derivada '(z) es la
existencia de las derivadas finitas por la derecha y por la izquierda, y también

que se cumpla la igualdad

fL(z) = fi(x)

Si f/(z) = oo™ , se dice que la funcién f(x) tiene una derivada infinita en el punto
x. En este caso la tangente a la grafica de la funcién y = f(x) en el punto = es

perpendicular al eje X.

Supongamos que f es diferenciable en todos los puntos de cierto intervalo, se dice

entonces que es diferenciable en dicho intervalo.

6.2. Propiedades Basicas

1. =0

N

[cf(z)]" = cf'(z)

3. [f(@) £ g(@)] = f'(x) £ ' (2)

4. [f () g(@)]"7f'(x)g(x) + ¢ () f ()

o

g9(z)

[f(x)]' _ f@)a@) g @)f ()

punto en cuestién.
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Ahora, supongamos que la derivada de f es también diferenciable entonces (f)" =
f" recibe el nombre de segunda derivada de f. Anélogamente, se define la
derivada enésima de f (si existe) y se denota como f(™.

6.3. Diferenciales

De la definicién de derivada en un punto xy podemos escribir

Ay = f(zo + Az) — flwo) = f'(zo) Az + 0(Aw)

0(Ax)
Az

donde 0(Az) es una funcién de Ax tal que — 0 cuando Az — 0.

La cantidad f’(x¢)Az recibe el nombre de diferencial de la funcién en el punto
en cuestién y corresponde a un incremento Az de la variable independiente. La
diferencial se escribe también dy o bien df (z); estos tltimos simbolos no son muy
expresivos, pues no contienen ni a xg ni a Ax, pero nos seran muy utiles més
adelante.

Para la funcién y = x obtenemos la diferencial dx = 1- Ax si elegimos el mismo
incremento Ax para las dos funciones y = f(z) e y = x, obtenemos por sustitu-
cion dy = f'(xg)dzo bien df (x) = f'(x¢)dx, que, dividiendo por dz se convierte
en

Fla)=2 6 flay="L2

Tampoco estos nuevos simbolos son muy expresivos, pues no contienen a xg. Al-

d d
gunas veces se escriben <dy> x=x96 ( Z(x) x = xg. Sin embargo, lo usual
x x

es que el contexto aclarard en que punto hay que tomar la derivada.

La cantidad que llamamos cuociente diferencial (de y con respecto de x) aparece
de esta forma realmente como un cuociente de dos diferenciales, los de las vari-
ables dependiente e independiente corespondiendo a un incremento comtn Ax.

Basados en consideraciones andlogas, para la segunda derivada de f escribiremos
2

d-y
"(zg) = —2 vy asi sucesivamente.
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Cuando se escribe yo = f(z¢), * = o+ Az, se tiene y = f(zo+ Ax) la condicién
de diferenciabilidad se convierte en y — yo = f'(x0)(x — x0) + 0(z — 20).

Aunque el incremento de la funcién, y — yg, puede depender de = en una forma
muy complicada, la diferenciabilidad afirma que podemos, por aproximacion,
reemplazar el incremento por la diferencial dy, es decir, por una funcién lineal
muy simple: f/(xo)(z — x¢). El error cometido en esta sustitucién es 0(z — x¢)
6 0(Az) que, para f/'(zg) # 0 es un infinitésimo de orden superior que la expre-
sién lineal, y, por lo tanto, por lo general, pequeno en comparacién con esta.

Desde un punto de vista geométrico, la aproximacién significa que reemplazamos
la curva dada y = f(z) por la recta y = f'(zo)(z — z0) + f(z0), que , no es otra,

que la tangente a la curva en el punto (zg, f(xo)).

En forma andloga que para las derivadas, tenemos las reglas

d(c) = 0; d(cf) = edf; d(fg) = fdg + gdf: d (g) ~ lodf — fdg) (g #0

6.4. Teoremas Fundamentales

1. De Fermat

Sea f(x) definida en un determinado intervalo que tenga un valor maximo
o minimo en un punto xg interior del intervalo.

Si existe una derivada f’(z¢) en el puntio zg, entonces f’(xo = 0.

2. De Rolle

Si una funcién f es continua en el intervalo [a, b], existe la derivada en to-
dos los puntos interiores de este intervalo, y f(a) = f(b), entonces existe

¢ € (a,b) tal que f'(£) = 0.

3. Del Valor Medio
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6.5.

Si una funcién f es continua en [a,b] y existe la derivada en todos los
puntos interiores de [a,b], entonces existe un punto & € (a,b) tal que

. Constancia de una funcién

Si en todos los puntos de [a,b], f/(x) = 0, entonces f(x) conserva un valor
constante dentro de este intervalo.

. De Cauchy

Sea f(z) y g(z) dos funciones continuas en [a,b] y que tienen derivadas
finitas en todos los puntos interiores del intervalo. Si estas derivadas no se
anulan simultdneamente y f(a) # f(b), entonces existe £ € (a,b) tal que

g€  gb)—gla)

f1€)  fb) = f(a)

Problemas Resueltos

Calcule la derivada de f(z) = 2% + 1, empleando las diferentes formas del
cuociente en z = 1.

Solucion.

flz+ Ax) — f(x)

a) Forma: lim

NAz—0 Az ’
fA+ L) - fQ) [+ A1) - (114 1)
! _ —
ra) = Alglcgo Az N Alggo Az
142/ 4+ A2 +1-1-1 ., Az(2+ Ax)
= lim = lim ———— 2 =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

lim (2 + Az) =2

Nx—0
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b) Forma: lim (f(x) — f(z0))/ (z — x0), luego:

T—x0

) — 1 @) FA) w412
o=t G Ty

@ D@E-1) -
=l Ty T+ 1) =2

2. a) Demuestre que y = tgx es derivable en todo punto de su dominio y
calcule su derivada.

b) Calcule la derivada de f(z) = /cosx Yz, para el cual cosx > 0.

Demostracion.

a) Sean z, (x + h) € Df. Como tga — tg = (1 + tgatgB)tg(a — ). Si
hacemos o« = x A 3 = x + h, tenemos:

tg(z + h) — tgx
h

= [1 + tg(x + h)tgx] tgh/h luego:

. tg(x+h) —tgx
lim
h—0 h

= lm[l +tg(x + h)tga]

tgh 2 2
1/ p— 1 t =
hlir[l) 3 +tg°x = sec’x

Es facil verificar que }llin%) tgh/h =1

+ Az) — \/cosx
) = lim /cos(x

Jz) Ao Ax

— Ym (cos(x + Ax) — cosx)

Az—0 Ag(y/cos(x + Ax) + /cosx)
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5 2x + ANx T
—2sen | ——— | sen—
2 2

im
Az—0 Ax[y/cos(x + Ax) + \/cosac]
2z + A
sen (W) o Ot
2 )
lim

lim .
£a—0 \/cos(x + Ax) + \/cosz La—0 Ax/2
= —senz/(\/cosx + \/cosx) = —senx /2+/cosx

3. Encuentre f’(z), aplicando la definicién de derivada, si f(x) = log,xz y
deduzca ¢'(z) si g(z) = Inx.

Solucion.

flz + Dx) — f(x)
0 Ax
loga(x + Ax), luego:

Como: f'(z) = Ah’m ,donde f(x) =logezy f(x+Ax) =

loga(x + Ax) — log,x

! — 1/
fla) = lim, A
<x + A:):)
loga

— lim x

Nx—0 Az

x 1 x
Ap\ T el

= lim log:a<1+x>Axx = — lim <1+113>Ax

Az—0 xT Tr Nx—0

1
— Az
sabemos que h'n%(l t+a)a =¢,cona=—; Ax —-0=a—0
oa— x

Si la expresion que se halla bajo el signo de log,, tiende a ”e”, su logaritmo
tenderd hacia logge (continuidad de la funcién logaritmica), entonces

1 1
f(x) = - h’n% loga(1 + )/ = ;loga(lim(l + a)l/?)

1 1
= —logae; ¢'(z) = —
X X
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4. Demuestre que f(z) = |z| no tiene derivada en z = 0

Demostracion.
1(0) = h’r% f(x)—g(()); como f(0) =0= f'(0) = h'n%) f(=) recordando
a— T — z—0 T

la definicion de valor absoluto, tenemos:

1 @—lmf:ﬁmlzl,
z—0t T z—0t T z—0t

1 @71 — = lim (1) = -1
r—0~- X z—0—- I r—0—

luego f(z)/x,  — 0, no tiene limite, por lo tanto no existe f/(0).

5. Sea f tal que |f(x)| < |z|%, (a > 1). Demuestre que f es derivable en cero.

Demostracion.

— f(0
Tenemos que encontrar: h'r% 716(3:) (J;( ) = f'(0), observemos que:
T— xTr —

|£(0)] <|0|*=0=|f(0)] = 0= f(0) =0, luego nos queda:

lim f(z)/x = f'(0), pero como:

r—0

tenemos que:

0< ‘f(a:)’ < |z|* = lim ’f@)‘ =0,
x z—0 X
(va que lim |z|*~" = 0), por (1)
h’m@:0:>f/(0)=0

z—0 T



Luis Zegarra. Seccion 6 9

6. Encuentre f’, si f(z) = [z]

Solucion.

f'(x) = 0 para z no entero, y f’(x) no esté definida si x es entero. En efecto,
sl & no es entero:

 fl@+h)—flx) . lr+h]—[z]
!/ _ —
== =i
BTN ) et o VR U
B i
Si x es entero: f'(z) = fllli% f(a:—i—h}z—f(x) = }ILIE% W% pero
}llin%)[m +h] — ]gin%)[x], no esté definido para x € Z, asi f/(x), no estd definida

V.

7. a) Suponga g(z) = f(x + ¢). Pruebe que ¢'(z) = f'(z + ¢)
b) Pruebe si g(x) = f(cx) entonces ¢'(x) = cf'(cx)

¢) Suponga que f es derivable y periédica, con periodo a (esto es, f(z +
a) = f(x)Vx), pruebe que f’ también es periddica.

Solucién.
a)
) = glx+h)—glx) l,mf(:v—l—h+c)—f(a:—|—c)
g - h—0 h - h—0 h
B) —
BEICET ER RS CET: B
b)

f(cx + ch) — f(cx)
h—0 h ) h
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c[f(cx+ch) = flex)] _ . clf(cx+ o) — f(ex)]

:illl—% ch = ol «
—c II,H%) f(C.I‘+Oé) —f(Cl‘) :cf'(cx)
oa— (6]

¢) Sig(z) = f(x + a), entonces ¢'(x) = f'(x + a), por a). Pero g = f, y
asi f'(z) = ¢'(z) = f'(x 4+ a), Vz, lo cual significa que f’ también es

periédica.
1
g(z)sen— , x#0
8. Encuentre f/(0) si f(x) = v y ¢9(0)=4(0)=0
0 , =0
Solucién.
— 1
Como f'(0) = lim J@) =0 _ lim M, ahora como lim 9(@) _
z—0 x z—0 x z—0 I
-0 1
h’n%)% = ¢'(0) = 0 y debido a que |sen—| < 1, es inmediato que:
T— T T
f'(0) = 0.

9. Determine f’(x) si:

a) Sea f(x)=x", n entero

b) Seaf(x) =x~"™, n entero positivo (x # 0)

Solucioén.
a)
e = Jim T = )
f(z) = lim (x + Ax)™ — 2™

Cpas0 (v Ax) -

= lim [(z+A2)" '+ (2 4+ Az)" 2+ + (z+ Ax)z" 24 2" = na !

Ax—0
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asi f'(z) = na™ L.

b) De inmediato aplicando la regla del cuociente y (a), dado que f(z) =
—, se tiene:
xn

"0 —1-na" ! n —n)—
f/(x) = z2n = _a;"+1 = <_n)x( -1

Vemos entonces que para cada entero n ( incluido el 0) la funcién
f(z) = 2™ es diferenciable en todo su dominio y que su derivada es
f'(x) = na™ 1. Més adelante se verd para el caso n real.

10. Estudiar la diferenciabilidad de

x2 si <0
f(l‘): 241 si O0<ax<l1

3

——1 si r>1

T

Solucion.

En virtud del ejercicio 9 y fuera de los puntos z = 0 y z = 1 la derivada de
f(z) resulta:

2r  si <0

f(z) = 2z st O<zx<1
3

) si z>1

En z = 0 la funcién es discontinua y por lo tanto no diferenciable.

En z =1 la funcién es continua pero no diferenciable, ya que:
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11.

12.

[(1+A:c)2+1]—2:

"(1)= U 2
fﬁ( ) Azlin%)* Az Y
3

—1) -2
, L <1+A1‘ ) _
= =7

Geométricamente en el punto (1,2), la curva tiene dos medios tangentes
(ver figura) que no estdn en linea. Se dice que la tiene una cuspide en el
punto en cuestion.

Sea f(z) = z|z|, encuentre f'(z).

Solucion.

Siz>0= f(z) =22 = f'(z) =2z
Siz<0= f(z) =—2?= f'(z) = -2z

Enz =0, f(0) =0, asi:

., (0+ Azx|Az|)—0 . (Ax)?
/ — m — m _ =
7+ 0) = A:lsl—>0+ Ax B Aglc1—>0+ Ax 0
., (0= Azx|Az]) -0 . (Ax)?
! _ — —
70 = Ail—»mo— Az B Agl(}_)n%_ N

con lo que f/(0) =0

Muestre que

tiene derivada para todo x, sin embargo, f’(z) no es continua en x = 0.
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Solucioén.
1 1
(z + Az)?sen v z? sen—
S 0. f'(x) = 1 x x x
L0, 1) = Jim, ne
1 1
x? <sen - sen>
f(z) = lim vt Lo Y2 422 lim sen !
Az—0 Ax Nz—0 x4+ Ax
+ lim Az sen
Az—0 x4+ Az
9 1 1 n 1 1 1 1
cos— — | sen— - =
f(2) = 2% lim 2\z+Az =z 2\z+Az =z
Az—0 Ax
+2x sen—
x
( 1 N 1) Ax
cos— — | sen————
f(2) = —2? Tim 2\z+ 02 = 2z(x + Ax)
Ar—0 z(z + Ax) o
2(z + Ax)
1
+2x sen—
x
1 1
f(x) = 2z sen— — cos—.
x x
Six =0,
1
(Aaz)QsenA— -0 1
,0 = l/ i = 1/ A - = 0
f0) = fim, A pamo ~T M Ay

1 1
Es evidente que h'n% f(z) = 11'11%(255 sen— — cos—) No existe ya que cos— no
z— z— x x

converge cuando x — 0 y ademés no estd definida f/(0), luego f’(z) no es
continua en x = 0.
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13. Mostrar que si f'(0) es positiva y f(0) = 0, entonces f(x) tiene el mismo
signo que z en un entorno de cero.

Solucion.

1(0) = 1im L1820y S(A)

NAx—0 Ax Az—0 Az

> 0, luego

Vf>0,35>0talqueO<\Aa:\<6:>‘f(§;)—L’<f

f(Dx)

—=l-¢< A < &4 L, cuando £ es pequeno L — & es positivo asi
x

f(Ax)

que = > 0y f(Ax) tiene el mismo signo que Az.
x

14. Estudiar la derivabilidad de la funcién y = |L(x)| en el punto x = 1.
Solucién.
Enz =1, Ay=|L(1+ Ax)| — |L(1)| = |L(1 + Az)| es decir,

L(1+Az) si Az>0

Ay =
—L(1+Az) si Az <0
L1+ A
M si Azr>0

Ay_ Al‘

Ar
L

Az
. Ay . Ay
dedonde M Ao =1V sl Az~

Por lo tanto y = |L(x)| no es derivable en el punto z = 0.

15. Muestre que
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16.

17.

xsen— para = #0
x

fz) =

0 para = =0

no tiene derivada en z = 0.

Solucion.

Aunque f(z) es continua en z = 0 como hemos visto anteriormente, no es
derivable en = = 0.

En efecto:
1
Axsen—
(0) = lim __sr lim senl no existe.
Az—0 Ax Az—0 x

Demostrar que si f/'(z) < ¢, Va € [a, b], entonces:
f(b) < fa) +c(b—a).

Demostracion.

De inmediato por el teorema del valor medio, Vz € [a, b]

f'(z) =[f(b) — f(a)/(b—a) como

fl@) <c=[f() = f(a)]/(b—a) < c= f(b) < f(a) + c(b - a)

Demostrar que /1 +h <14 1/2h si h > 0.

Demostracion.

Por el teorema del valor medio, f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a), tomemos:
f(z) =1+ z,y sia =0Ab=h, entonces Jc € (0,h) tal que: V1+h—1=

————h < h/2, lo tanto v/1+h =1+ 1/2h.
NiE: /2, por lo tanto v/1 + +1/
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18.

19.

20.

Si f(z) es continua y derivable en [a,b], demuestre que si f'(z) < 0 para
a <z <y f'(r) <0 parai < z < b, la funcién nunca toma un valor

menor que f(§).

Demostracion.

Para todo a < z < &, por el teorema del valor medio para: z < u; < &,
f(&) — f(x) = f'(u1)(€ — x) < 0, andlogamente para todo £ < x < b, ten-
emos para: i < pg < z, f(z) — f(§) = f'(u2)(x — &) > 0; luego en ambos
casos f(z) > f(€), V.

Si f'(x) es derivable en [a, ], entonces f’(x) toma todo valor entre f'(a) y
1'b).
Solucién.

Como f’ es derivable en [a, b] entonces f’ es continua en [a, b] y por el teo-
rema del valor intermedio entonces f’(z) toma todos los valores entre f’(a)

y f'(b).

Demostrar que si f,g y h son funciones continuas en [a,b] y derivable en
(a,b), existe en este intervalo abierto un ¢ tal que

Noétese que
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h(a) h(b) K (z)

Ahora por el teorema del valor medio existe & € (a,b) tal que ¢/(§) =
o(b) — o(a)
b—a

pero ¢(b) = ¢(a) = 0, asi entonces

fla) f®) f'(€)

h(a) h(b) ()

Noétese que de este resultado se puede demostrar el teorema de CAUCHY
(5), haciendo h(x) = 1, resulta

21. Demuestre que:

a) Si f'(z) es positiva, entonces f(z) no puede tener méas de una raiz.

b) Si f(x) tiene n ceros en [a, b], entonces f’(x) tiene por lo menos n — 1)
ceros reales.

¢) (Qué se puede concluir acerca del nimero maximo de ceros reales
distintos de un polinomio de grado n?

Demostracion.

a) De inmediato, si f(x) tuviera dos raices, se tendria, por el teorema de
Rolle, que para un valor £ entre ambas f/(£) = 0.
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b) Si las raices estdn dadas por z; < xg < --- < x,, entonces por el
teorema de Rolle, existen valores &, donde z < & < zp4+1 tales que
1 (&) = 0, con lo que f’(x) tiene por lo menos (n — 1) ceros reales.

¢) Como la n-ésima derivada de un polinomio de grado n es una con-
stante distinta de cero, tenemos que f ("_1)(33) no puede tener mas de
un cero, asf, f("=2) (z) no puede tener més de dos ceros, etc.

22. Si f y g son derivables en [a,b] y si f'(z) = ¢'(z) entonces f(x) = g(z) + ¢,
donde c es una constante.

Solucion.

Sea ¢(z) = f(x) — g(x) como f y g son derivables en [a,b], ¢ (x) = f'(z) —

g (z) =0 asf ¢'(x) = 0 vamos a probar que ¢(z) = c.

Por el teorema del valor medio sea: a < zop < { <z < bg/(§) = o) = olxo)
T — I

como (x —xg) # 0y ¢'(§) = 0 se tiene que ¢(z) — o(zg) = 0 = o(x) =

o(z0) = ¢ luego: f(z) —g(z) = c = f(z) = g(z) +c.

23. Si f es derivable en x = a, calcular

lim fla+ alx) — fla+ BAx)
Az—0 ANz

Solucion.

. - [fla+ Az) = f(a)
— ) —
f derivable en z = a = f'(a) = Al;}rgo N

fla+alz) — fla+ BAx) fla+alz) - f(a)

luego Alimo Az - Ahmo alx -
Azx) —
- Am, Het Bﬁgsz fla), B=af'(a) - Bf(a) = (a— B)f(a)

24. Hallar todos los valores de a, para los cuales la funcién
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25.

a’x si x<2
f(z) =

2?2 -3z +2—2ala| si x>2

sea continua y diferenciable.

Solucion.

Para todo = # 2 la funcién es continua y derivable para cualquier valor de a.
Para x = 2, la continuidad exige

lim o’z = lim (:E2 —3x+2—2ala|) = f(2) = 24>

r—2— r—2+
de donde:
—2alal =20 <= —la| =a+=a <0

Ahora para la diferenciabilidad previamente a < 0, ademas f’ (2) = f| (2) <
a? =4 —3 =1 de donde solo a = —1. Luego es diferenciable para a = —1.

Sobre la curva y = 322 hallar un punto en el que la tangente es paralela a
la cuerda que une los puntos A(—1,3) y B(3,27).

Solucion.

No es otra cosa que aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 3]
ya que f(x) es continua y derivable en todos los puntos de dicho intervalo,
ast:

y por otro lado, f/(§) = 6§ de donde igualando se obtiene £ = 1, nétese que
-1<1<3.

Este problema también se puede resolver sin usar el teorema del valor medio,
exclusivamente aplicando el significado geométrico de la derivada.



Luis Zegarra. Seccion 6 20

26.

27.

28.

Sabiendo que log 200 = 2,30103 y loge = 0,43. Hallar un valor aproximado
para log 200, 2.

Solucion.

Sabemos que Ay = f'(z)Az para Az suficientemente pequeno y como

Ay = f(z + Ax) — f(x) luego: f(z + Ax) = f(z) + f/(x)Az, ahora si

f(z) =logx por ejercicio 3 sabemos que f’'(x) = — log e, entonces haciendo
X

x = 200; Az = 0.2; tenemos: f(200+ 0.2) = £(200) + f/(200,2) = log 200 +

1 1
— 1 =~ 2.301 —0,43 = 2.301 002151 :
500 oge 30103 + 2000, 3 30103 + 0.00215 luego

10g(200,2) = 2.30103 + 0.00215 = 2.30318

Hallar el volumen de un recipiente esférico, cuyo radio exterior es de 6 cm
y su espesor 1/6 cm.

Solucion.

3

Sea r = radio en cm de la esfera; V' = ntimero de cm? en el volumen de la

esfera; AV = ntimero de ¢m? en el volumen del recipiente esférico. Como

v = §7rr3 luego dv = 4nrdr = dv = 4w6%1/6 = 247, concluimos que el

volumen del recipiente esférico es aproximadamente 247 cm3.

Hallar el valor aproximado de sen61°.

Solucioén.
Andloga al ejercicio 26, o sea de inmediato:

sen(z + Ax) = senx + (senz)' Az; Az = arcl® = 7/180

ademds (senx) = cosx, luego

sen61° = sen(60° + 1°) = sen60° + cos60° - /180 = 0,5 - 0,017.

Finalmente: sen61° = 0.8745254.
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29.

30.

31.

Halle el incremento Ay, y la diferencial dy de la funcién y = z? para
x = 30, Ax = 0.1 ;Cudl es el porcentaje de error en la aproximacion
Ay = dy?
Solucioén.

Ay = (x+ Az)? — 22 = 2z/\x + Az?; dy = (2%) Az = 20z, entonces
Ay =2(30)(0.1) + (0.1)2 = 6.01
dy = 2(30)(0.1) = 6.00

Siz =30y Az = 0.1, el porcentaje de error en la aproximacion es:

6.01 — 6

Ay —dy
6.01

1 —
Ny ’00% ’

’ 100 % = 0.16 %
Demuestre que: tga = «. (Para a préximo a cero ).

Demostracion.

De inmediato:
tg(x + Ax) = tgx +

A,
cos’x

verifique Ud. usando la definicién de derivada, que:

(tgz) = 1/cos*z.
1
Ahora, apraa:zO/\Aa::a:tgoz%O—FIoz:Mfga%a

Demostrar que las raices cuadradas de dos niimeros naturales consecutivos
. 1
mayores que N2 difieren en menos que N

Solucion.

Sea f(xz) =+/z en [n,n+ 1], n € N, aplicando el teorema del valor medio,

setieneparan<§<n+1,f(n+1)—f(n):\/m—\f:2\1/?

ahora
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1 1
sin > N2, entonces ¢ > N2, por lo tanto —~ < ——. Luego:

2V 2N’
1
Vn+1l—+yn< —
2N
32. Si la funcién f estd definida en un intervalo que contiene xg y si la razén

f(@o + Ox) — f(zo — D)
Az

tiene un limite cuando Az — 0, este limite se denomina derivada simétrica
de f en zp y se denota por f!(xo).

a) Demostrar que si la funcién f admite en zy derivadas a derecha e
izquierda, posee también derivada simétrica.

b) Probar que la funcién definida por

0 si o z=0
no tiene para x = 0 derivadas a derecha e izquierda, pero si una deriva-

da simétrica.

c) Probar que si f es creciente y tiene una derivada simétrica, esta es
positiva.

d) Probar que si las funciones f y g son continuas en z y tienen derivadas
simétricas para g, la suma f + g el producto f - g tienen derivadas
simétricas en xq y calcular esas derivadas.

Pruebas

a) Supongamos Ax > 0 (si fuese Ax < 0 basta cambiar Az por —Ax)
por hipétesis
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/ o flwo+ Az) — f(wo)
Ji(wo) = Alggo Az

£ (29) = Algfﬂo J(zo — fz)x— f (o)

y

aplicando el limite de una suma

1 (f(él?o + Az) — f(%)) ~ Sflwo — Ax) — f(zo)
2 Az—0 Ax Ax
Az) — - A
_ Ali% flzg + x)QA;(xo z) _ %{fﬁr(ﬁo) 4 (20)}

asi f admite una derivada simétrica
1
filzo) = 5Lf*+(z0) + f*~(0)]

f(Az) — f(0) 1 : .

—~ -~~~ = gen— no tiene limite
Ax Ax

cuando Ax — 0, luego f no tiene, pues, ni derivada a la derecha ni

izquierda para x = (. La funcién es par; por lo tanto, tiene derivada

b) En ejercicio 15 vimo que:

simétrica nula en x = 0, en efecto

JO+Az)—f(0—-Az) 0
2A\x 20z

= 0= f;(0)
existe y vale 0.

¢) Tomando Az — 0, se tiene, por hipdtesis

flao+ Az) — flzo — Az) = 0

filao) = Jim flzo + A:z:)A—xf(a:O — Az) S

si Az < 0, el razonamiento es anédlogo.

d) El estudio es anédlogo al que se hace para la derivada ordinaria, queda
propuesto.
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33.

34.

35.

Encuentre la ecuacién de las tangentes desde el punto (2,0) a la curva

y = ot

Solucion.

Sea (zo,73) el punto de tangencia, la ecuacién de la tangente serd de la
forma

y— 1 =y (w0) (w — mo) =y — x = daid(@ — wo),

pero por hipétesis esta tangente pasa por el punto (2,0), asi entonces
—xé — 4338(2 — 1) — mg(Sxo —-8)=0
. 8 .
de donde g =06 zp = 3 Por lo tanto hay dos puntos de tangencia P;(0,0)

8 4096 . [
y P 38l y las ecuaciones de las tangentes seran

2048
= . = — —_ 2
y=0y=— (z-2)

Demuestre que la tangente trazada en un punto cualquiera Py(xo,yo) de la
hipérbola xy = 1, determina en el eje X un punto A tal que el tridngulo
OAP, es isOsceles.

Demostracién.

Por demostrar que dos lados son iguales. Determinemos las coordenadas de
A, la ecuacién de la tangente por Py(zo, xgl) resulta: y — a:gl = —:1;62(3; —
xo); intersectandola con el eje X se tiene y = 0 = = = 29 as{ : A =

1
(220,0), 0(0,0) y Po(xg, —), asi de inmediato
zo

_ 1
Lo

Se lanza verticalmente un cuerpo con una velocidad inicial de vgm/seg.

a) Hallar la velocidad del cuerpo.

b) ;Qué altura alcanzara en t segundos?
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¢) (En cudntos segundos y a qué distancia del suelo alcanzara el punto
més alto?

d) ;En qué instante llega al suelo nuevamente?

Solucion.

a) De acuerdo a la ley de Newton: mv/(t) = —mg donde m es la masa
del cuerpo y g la accién de las fuerzas de gravedad (se desprecian otras
fuerzas), asi:

t
V() = —g = v(t) = —/ gdt = —gt + ¢
0

pero para t = 0,v(0) = Vo = —g -0+ ¢ <= ¢ = V} finalmente
v(t) = vg — gt ecuacién de la velocidad.

t t t
1
b) x(t) = / v(t)dt = vo/ dt — g/ tdt = vot — ~gt* + ¢1
0 0 0 2

Obsérvese que para t =0, 2(0) =0 = ¢; =0

v
c) v(t)=0<=vg—gt=0<=1t= Y asf entonces
g

2 2
() v9 1w V)
(5) vy -2

1 2
d) x(t):0<:>t<vo—29t> :O<:>t120t2:ﬂt2 es el pedido.
g

36. Sea r = r(#) la ecuacién de cierta curva en coordenadas polares. Sean P
y P los puntos correspondientes a 0 = 6y y 6/ = 6y + Af respectivamente.
Sea « el angulo OFPyP;. Demostrar que:

lim tga = —
2009 T ()

Demostracion.
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(0o + Af)senANO

sena = ‘POP1| :
cosa = 7(00) — (00 + Ab)cosAO
| Po P |
asi:tga = — (0o + Ab)senAf
e [r(6p + AO)cos NG — r(6p)]
lim tga = — lim (0o + Ab)sen/AO
AR 9= T 5, (0o + AO)cosANO — r(6p)
sen/\0
 Ym rg "o+ 20)
~ 26—0 (00 + A8) —7(6h) (60 1 Ae)w
NG % N
1-7(6o) r(6o)

37. Si f(x) tiene tres raices, f”(x) tiene por lo menos una.

Demostracion.

Sean w1, %2, x3 las raices, luego f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0, supongamos
ademds r1 < xo < x3, asi en [r1, xa], existe &1:

f(z2) — f(x1)

T2 — X1

,.’E1<§1<$2

(&) =

de donde f’(&1) = 0, andlogamente en [z2, 3], existe &a:

flzs) = f(@2)

T3 — X2

f(&) =

,1’2<£2<$3,

de donde f/(&2) = 0. Nétese que & # &, ahora consideremos la funcién
f(x) en [£1, &) asi existe Es:

" o f/(£2) — f,(gl) _
F&) = -6 !

con lo que f”(x) tiene a lo menos una raiz.
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6.6. Problemas Propuestos

1. Calcule la derivada de f(z) = V22 + 5 empleando las dos diferentes formas
de cuocientesen z =0,z = -2y z = a.

Respuesta.

2 Q

0; —%5 ———
3" Va2+5

2. Calcule por definicién, la derivada de:
a) f(z) =cosz  b) f(x)=a"
O)f(@) = ay/senz  d)f(x) = (a* - 1)?
e) f(x) = cosya 1) f(a) = e"L(x)
g) f(z) = sen?z  h)f(6) = zsend
i) f(z) = Arcsenz  j) f(z) = Arctgz

Respuesta.

2senx + xcosx

9 /sena

f) et [L(@H] o) sen2z ) zcosh

a) —senz b) a®L(a) c¢) d) 8z3(x* — 1)

—seny/x
2\/x
1 . 1
V1— 22 1+ 22

e)

i)
3. Las funciones:

a) f(z) = |z|? b) f(x) = |z| c) f(x) = [2°|
son derivables en z = 07

Respuesta.



Luis Zegarra. Seccion 6 28

4. a) Probar que la funcién f definida por:

senx

si O<ax<

1 si =0
es continua y derivable en el intervalo [O, g} y calcular su derivada.

2z

b) Probar que si 0 <z < — <senx <z
T

T
2 b
1
c¢) Probar que: 0.3 < / senxdr < 0.5
0

1
5. Demostrar que la funcién f definida en {0, } por:
T

es derivable.

6. Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién

1
1 si x#0
f(z) = 1+€E
0 si =0

Respuesta.

Es continua pero no derivable en x = 0.
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7. Demuestre que si f(z) es derivable en xg, entonces:

10.

11.

diw a1 (0 1) = faw)| = ), (n e )

. Probar que si f(x) es derivable en = = z, entonces:

i 2 (x0) — 20 ()

T—0 T — xg

= f(xo) — wof'(z0)

1
. Cual es la condicién para que la funcién f(z) = 2" sen— (x#£0)y f(0)=0

sea:

a) continua en z =0
b) derivable en z =0

¢) admita derivada continua en z = 0

Respuesta.
a)n >0 b)n>1 c)n>2
a) Hallar f'(zg), si f(x) = (x — 29)g(z) y la funcién g(z) es continua en
T = Zg.
b) Averiguar que sucede si f(x) = |x — xglg(x); g(zo) # 0.
¢) { A qué son iguales las derivadas laterales en b)?
Respuesta.
a) g(xo) b) No admite derivada en xg

c) fL(x0) = —g(x0); fi (z0) = g(0)

Construir un ejemplo de una funcién continua que no tenga derivada en los
puntos x1,x9, X3, " ,Tn.
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12. Comprobar que la funciéon

22 si x es racional

fz) =

0 si x esirracional

admite derivada solo en x = 0.

13. Sea

x? si x<uxg

fz) =

ar+b si x> xg

,Para qué valores de a y b la funcién f es derivable?

Respuesta.

a=2xo; b= —x}

14. ;jPuede tener una funcién f(z) en un punto de discontinuidad

a) derivada finita?

b) derivada infinita?

Respuesta.

a) No b) Si

30

15. Demostrar que la derivada de una funcién derivable par es una funcién im-
par, y que la derivada de una funcién derivable impar es una funcién par.

16. Demostrar que la derivada de una funcién derivable periddica es de nuevo

una funcién periddica del mismo periodo.

17. Sea f una funcién que tiene derivada en todos los puntos del intervalo [a, b].

Demostrar que:
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a) Si f'(x) > 0 en todos los pntos de [a,b], f(x) es monétona creciente
alli. ;Qué puede decirse si f/(x) < 0 en [a, b].

b) Si el valor maximo de f(z) en [a,b] se produce cuando x = x( siendo
a < xg < b entonces f'(xg) = 0. {Qué puede decirse si en ese xg el
valor de f(z) es el minimo del intervalo?

18. ;Cémo definiria los siguientes conceptos?

a) Velocidad angular media y velocidad angular instantanea.

b) Velocidad media de enfriamiento de un cuerpo y velocidad instantdnea
de enfriamiento.

c¢) Velocidad de reaccién quimica en un instante dado.

d) Densidad lineal de una barra y densidad lineal en un punto de la barra.

19. Un vehiculo recorre un camino de 1K'm en una hora; suponiendo que parte
del reposo y termina en reposo. Demostrar que, en algin instante la acel-
eracién debe ser mayor o igual que 2Kms/h?.

20. La ley de movimiento de un punto sobre el eje X estd dada por la férmula
x(t) = 10t +5t2 donde t es el tiempo en segundos y x la distancia en metros.
Hallar la velocidad media en el intervalo de tiempo 20 < ¢ < 20 + At y
efectuar el calculo numérico, si

a) At=1
b) At =0.1
c) At =0.01

;,Cudl es la velocidad del movimiento en el instante t = 20seg.?

Respuesta.

a) 215m/seg. b) 210, 5m/seq. c) 210,05m/seqg.; 210m/seq..
) g : g : 9 g
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21. En el eje X se mueven dos particulas que tienen, respectivamente las sigu-
ientes posiciones en el instante ¢

1
z(t) =100 + 5t y z(t) = §t2

., Con qué velocidad se alejaran las particulas en el momento de su encuen-
tro? (z en metros y t en segundos).

Respuesta.
bm/seg. y 20seg.

22. Si f es polinomio de segundo grado, demustre que el punto £ del teorema
del valor medio es el punto medio de [a, b].

23. Hallar los puntos de la curva y = 2% — 3z + 5 en los que la tangente:

a) es paralela a la recta y = —2z

T
b) es perpendicular a la recta y = ~3

¢) forma un dngulo de 45° con el sentido positivo del eje X.

Respuesta.

a) P, = (;%,ng/ﬁ);&_ <\}§5—S\/§)

b) Plz(*2’3)§P2:(277)

P = <—j§,5—|—190\/§>;P2: (%5_190\/3)

24. Encuentre la ecuacién de las tangentes trazadas desde el punto <0, 8) ala

curva y = . (Indicacién: Ver ejercicio resuelto N° 33).

241

Respuesta.
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25.

26.

27.

28.

29.

33 9
—42vVe Z
Y 3 ZL'+8

JEn qué puntos la curva y = 223 + 1322 4 52 + 9, tiene tangentes que pasan
por el origen?

Respuesta.

Py(—3,57); Py(—1,15) y P3(0,75, 20, 906)

Calcule aproximadamente el valor de

a) cos31°

b) V33

Respuesta.

a) 0.851 b) 2.0125

Demuestre que un error relativo de 1% cometido almedir el radio de un
circulo da a lugar a un error relativo aproximado de un 2% al calcular el
area de dicho circulo.

Hallar el incremento y el diferencial de la funcién y =323 +z —lenz =1
para Az =0.1

Hallar los errores absoluto y relativo permisibles al sustituir el incremento
de la funcion por su diferencial.

Respuesta.

Ay = 1093; dy = 1; error absoluto 0.093 y el error relativo 0.085 o sea 8,5 %

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba conuna velocidad inicial
de 64m/seg. El desplazamiento x(t) estd dado por la ecuacién : x(t) =
64t — 16t2.
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a) Encuentre la velocidad media que lleva la pelota durante el primer
segundo; el segundo segundo.

b) Encuentre la velocidad que lleva la pelota cuando a transcurrido 1 seg.;
2 seg.

¢) En que instante alcanza la pelota su altura médxima y cual es esta
altura. Indicacién: Ver problema resuelto N° 35.

Respuesta.
a) 48/mseg.; 32m/seg.

b) 32m/seg.;0m/seg.

c) t = 2seg.; 64mts.

e
30. Demostrar que el segmento de la tangente a la hipérbola y = — que esté con-
T

tenido entre los ejes coordenados queda dividido en dos partes iguales por
el punto de tangencia.

31. Sea la funcién f definida por

a) Grafique f en el intervalo [0, 2]

b) Muestre que f satisface las condiciones del teorema del valor medio
sobre [0, 2] y determine los £ en este intervalo estipulados por el teo-

rema.
Respuesta.

3 2
51 - 1) €2 - %
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32.

33.

34.

35.

36.

a) Probar que la férmula del valor medio se puede expresar en la forma
flx+ Az) = f(x)+ Az f'(x +0Ax) donde 0< 6 <1

b) Determinar 6 en funcién de x y Ax cuando f(x) = z2. Dejar z fijo,

x # 0y determinar el lim 6.
Az—0

Utilizar el teorema del valor medio para probar

a) |senz — seny| < |z — y|
b) ny* Yz —y)<a" —y" <na"zr-y),0<y<z,neN

) cosax — cosbx <lb—al, 340

X

Demostrar que las curvas y = 22Nz = y2 se cortan ortogonalmente.

Cual es la condicién, para que la curva y = x> + ax + b sea tangente al eje
X.

Respuesta.
a\3 b2
- hd =0
5+ (5)
En un sector circular de radio 100cms y el angulo central a = 60°. ; Cuanto
variard el area de este sector, si:

a) se aumenta lems su radio

b) se disminuye 30 minutos el angulo « (Indicar la solucién exacta y la
aproximada).

Respuesta.

a) 104, 7Tem? b) 43, 6cm?
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37. El lado de un cuadrado es x = 2,4m £ 0,05m. jcon qué errores absoluto y

38.

39.

40.

41.

relativo limites, se puede calcular el drea de este cuadrado?
Respuesta.
0,24m?; 4,2 %

., Con qué error relativo se admite medir el radio de una esfera, para que
pueda determinarse su volumen con un 1% de precisién?

Respuesta.

<0.33%

Hallar F'(x) si F(x) =

Respuesta.

62

Determinar los valores de a, b y ¢ en la ecuacién y = ax? + bz + ¢ de manera
que sea tangente a la recta y = z en el punto z = 1 y pase por el punto
(—1,0).

Respuesta.

a=c=0.25; b=0.5

Demuestre que el error relativo de la raiz n-ésima de un nimero natural es

1 .
— del error relativo del nimero.
n



Luis Zegarra. Seccién 6 37

42.

43.

44.

45.

46.

1
Demostrar |senz — x| < 5332, Vo € R y aproveche esta desigualdad para
T

2 senc
acotar /773 dx; compare su resultado con el ejercicio resuelto N° 32 b)
x

4
del capitulo 5. Verificar.

Probar que se cumple el teorema de Rolle para la funcién y = cos’z en

Tl

Suponga [f(x)g' (x) — f'(x)g(x)] # 0 en un intervalo [a, b]. Demostrar que
entre dos soluciones consecutivas de f(z) = 0, existe exactamente una solu-
ci6én de g(x) = 0.

A partir de un punto P de la parébola 22 = 2py, determinar las coordenadas
del punto cuya tangente sea paralela a la cuerda PP;.

Respuesta.
a+8 (a+p3)? a? 32
< 5 8 donde P | «, o y P (B, o

Se considera una funcién f, definida, continua y derivable en el intervalo
[a,b] y se le asocian dos funciones g y h;

g estd definida en (a, b] por g(z) = W
h esté definida en [a, b] por h(z) = W

a) Probar que para g(a) y h(b) pueden tomarse valores tales que las
funciones g y h sean definidas y continuas en [a, b].

b) Probar que si k es un nimero estrictamente comprendido entre f’(a)
y f'(b) las dos ecuaciones g(z) = k 'y h(z) = k tienen a lo menos una
solucién.

¢) Probar que si la funcién f’ toma los valores o y 3, toma todo valor
comprendido entre éstos.
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

93.

d) Se supone que la funcién f satisface la hipdtesis de ¢) y que, ademsés,
es convexa h, probar que la funcién f’ es continua.

Sif”(x) > 0, Va tal que a < x < b, la grifica de y = f(z) queda en 6 sobre
la recta tangente en cualquier punto z = £,y = f(&) de la grafica.

Si f”(z) > 0, entonces f <w1 ; X2> < f(x1) ‘; f(CUQ).

Sea f(x) una funcién tal que f”(z) > 0 para todo valor de x y sea u = u(t)
una funcién continua cualquiera. Entonces,

;/Oaf[u(t)]dt > <; /Oa u(t)dt>

Indicacién: Aproveche el ejercicio propuesto N° 47.

Sea f(x) con derivadas primera y segunda Vz € R. Demostrar que si f(x)
es positiva y céncova en todo punto, entonces f(x) es constante.

La funcién g(t) es tal que ¢'(t) es creciente. Demuestre entonces que la

t)—g(a

funcién f(t) = g(z 9(a)
a

significado de este hecho cuando ¢(t) representa el camino recorrido por un
movil en el intervalo [0, ¢].

, con a fijo, es también creciente. Interprete el

un automévil que habia comenzado su movimiento enun punto inicial ter-
mind su camino en 30 segundos, habiendo recorrido 900mts. Demostrar que
, en algin instante, el valor absoluto de la aceleracién del movimiento del
automévil no era menor que 4mts/seg®.

Demostrar que si:

a) la funcién f(z) es continua en [a, b]

b) tiene derivada finita f’(z) en [a, b]
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¢) no es lineal,

entonces en el intervalo [a, b] existe al menos un punto ¢ tal que,

f(0) — f(a)

o> 1=

54. Demostrar que si:

a) la funcién f(z) tiene derivada segunda f”(x) en [a,b] y
b) f'(a) = f'(b) = 0, entonces en (a,b) existe al menos un punto ¢ tal
que

112 G ) = F(@)

55. Demostrar por medio de diferenciales, que:

1 1 Az

r+Ar a2

56. Sea f diferenciable tal que |f'(z)| < |f(z)|, f(0) = 0 demostrar que f(z) =
0, Vz € [0,1].



