Capitulo 4

Limites de funciones y
continuidad

4.1. Definicion

Sea f definida en un entorno reducido de (0 < |z — | < §), pero no nece-
sariamente en el mismo punto zg. Diremos que f tiene el limite ”L” en xq
cuando para toda sucesién 1,9, -+ , 2, - - (pertenecientes al Domf, distin-
tos de x), es valido que, si la sucesién converge a g, la sucesién correspondiente
flx1), f(x2), -+, f(xn), -+ converge a ” L” cuando n — oo, este hecho denotare-
mos por

lim f(z) =1L

T—xo

Si nos limitamos a considerar las sucesiones que convergen a xg por la derecha

(x > z0), pondremos h’m+ f(z) = Ly, de forma andaloga por la izquierda (z < xp),
xﬂxo

denotaremos lim f(x) = Lo.
T—T)

Evidentemente si f tiene limite en © = xg, L1 = Lo = L. La definicién anterior
dada, es equivalente a la siguiente definicién:

Definicion

lim f(z) =L<=Ve>0,30() >0; Vz,0< |[x —x0| <d = |f(x) — L| <e¢

T—x0

andlogamente definimos:



Luis Zegarra. Limites de funciones y continuidad 2

a) lim f(x) = L) <= Ve > 0,3d(e) > 0; V2,0 < x — 29 < § = |f(x) —

:D—h’l‘a_

L1’<E
b) lim f(z) =Ly <= Ve >0,30(c) >0; Vz,0 <zp—20 = |f(z)—La2| < ¢

T—T(

¢) Si zp = +o0, h'rf f(z) =L < ,Ve > 0,3M(e) > 0; Va,x > M(c) =

|f(z) — L| < € en forma similar para lim f(z) = L.

Observacion.

Evidentemente lim f(x) =L <= L; =Ly = L.

T—T0

4.2. Teoremas Basicos

Es facil verificar los teoremas bésicos antes mencionados para las sucesiones con-
vergentes, dan lugar a los correspondientes teoremas bésicos para limites de fun-
ciones.

Supongamos: lim f(z) = L1y lim f(z) = Lo; entonces se verifican
T—x0 T—x0

i) lim [f(x) £g(z)] = lim f(z)+ lim g(x) = L; &+ Lo

T—T0 T—T0 T—To

ii) lim f(z) g(x)= lim f(z)- lim g(z) = L1Ls

T—T0 T—T0 T—x0

lim f(x)

X T—x 14
lim = 0 = L
i) lim g(z) ~ lim g(z) Lo (L2 70)
Tr—X0

De aqui se sigue que una serie de operaciones matematicas elementales verificadas
con funciones todas las cuales tienen limite en x, originara una nueva funcién que
también tendra un limite en g, el que se obtiene verificando las mismas opera-
ciones con los correspondientes de las funciones dadas (siempre que no aparezca
el cero en el denominador).

Notas
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1. Para todas las funciones elementales en cualquier punto de su dominio, se
cumple

lim /() = f( lim @) = f(x0)

Tr—xQ Tr—x0

2. Son de uso frecuente los limites siguientes:

1
1\* -
lim 2 1; lim <1 + > =lim(l1+2)z =e¢;
r—xr0 I r—+00 x z—
log(1 r—1
i 290D T @), (e 0)
z—0 x z—0 x

)

3. Nétese que la idea de limite descarta lo que sucede en ”x(” se interesa

Uinicamente lo que ucede en los entornos de x.

4.3. Continuidad

Sea f definida en algin entorno del punto xy. Diremos que f es continua en xg,
si tiene limite en z( y este limite es igual a f(x¢), es decir:

lm f(z) = f(zo) (1)

T—T0

De manera andloga decimos que la funcién es continua a la derecha (izquierda)
en xg, cuando f(z) — f(z¢) cuando x — z§ (¥ — xy ). Las reglas bdsicas para
limites dados anteriormente muestran en forma inmediata que cualquier serie de
operaciones matematicas elementales permisibles llevadas a cabo con funciones

que sean continuas en xg, lleva a otra funciéon que también es continua en xg.

El que una funcién sea continua en un intervalo completo significa simplemente
que es continua en todos los puntos de dicho intervalo, en forma grafica no tiene
”saltos.e® el intervalo.

4.4. Notas

1. La afirmacién (1) es equivalente a:

lim [f(xo+ Az) — f(x0)] =0

ANxr—x0
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2. Evidentemente, la afirmacién (1) también es equivalente a
Ve >0,30(e) > 0;Va: |z —xo| < 0= |f(z)— flxo)| <e.

3. Las funciones que no cumplen con (1), se llaman discontinuas en xy y
se tienen: dos tipos de discontinuidades que llamaremos evitables y no
evitables.

i) Seaxy € Domf,sellama discontinuidad de primera especie, evitable

sii lim f(x) = ll’m+ f(zx) # f(z0)

II?—>III0 117—>330
y se llama discontinuidad de primera especie, no evitable

sii lim f(x) # h’m+ f(z)

$—>$O .Z’ﬂxo
ii) Si al menos uno de los limites: lim f(x) 6 lim f(z), no existe o es
infinito, entonces se dice que el punto zg es una discontinuidad de
segunda especie. (evidéntemente no evitable)

4. Sila funcién u = g(z) es continua en z( y la funcién y = f(u) es continua
en uy = g(xg), entonces la funcién y = f(g(z)) es continua en xg.
4.5. Propiedades de una funcién continua en |a, b
1. Sea f(z) continua en [a, b], entonces posee las siguientes propiedades:
i) f(x) estd acotada en [a, b]
ii) f(z) tiene los valores maximo y minimo en [a, b]
iii) (Valor intermedio) Si m = min. de f(z) y M = maéx. de f(z);
Vx € [a,b] entonces Ve, que satisfaga:
m<e<M,3xg € la,b] tal que: f(xg) =¢
En particular si f(a) - f(b) < 0 = Jz¢ € (a,b) tal que: f(xg) = 0.

2. Si la funcién f(x) esta definida y es continua y estrictamente monétona
en un intervalo, entonces existe una funcién inversa x = g¢(y) definida,
continua y también estrictamente mondtona en el campo de la funcién y =

f ().
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4.6. Funciones Infinitesimales e Infinitas
Definicion
Diremos que la funcién ¢(x) es infinitesimal cuando x — z¢ 6 © — oo sii

lim ¢(z) =06 lim o(x) =0

T—T0 T—00
y se dice que es infinita sii:

lim ¢(z) =00 6 lim ¢(z) =00
T—T0 T—00

Las funciones infinitesimales poseen las propiedades siguientes:

1. La suma y el producto de cualquier nimero finito de funciones infinitesi-
males cuando z — xg son también infinitesimales.

2. El producto de una funcién infinitesimal por una funcién acotada es una
funcién infinitesimal.

4.7. Comparacion de Infinitesimales

a(x

Sean las funciones «(z) y () infinitesimales cuando x — z¢ y si lim <; =c,
z—zo [F(z

donde c es finito distinto de cero, entonces, las funciones a(z) y f(x) se llaman

inifinitesimales del mismo orden.
Sic =1, entonces a(z) y B(x) se llaman equivalentes y se denotan: o(z) ~ ().

Si ¢ = 0, entonces se dice que la funcién a(x) es infinitesimal de orden superior
respecto de (), y se denota por a(x) = o(f(x)), (6(z) es infinitesimal de orden
inferior respecto de a(z)).

a(x)

L B

finitesimal de n-ésimo orden respecto de ((x).

= ¢; 0 < |¢| < 400 entonces se dice que la funcién a(z) es in-

De manera andloga se introduce el concepto de funciones infinitas de diversos
ordenes.
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4.8. Aplicacién para calcular limites

Si a(x) y B(x) son infinitesimales cuando x — zg y si a(z) ~ y(z), B(z) ~ 6(z),

entonces
a@) _ @)
20 ﬂ(z) z—zo O(x

(
Si lim f(xz) =k; 0 < |k| < oo entonces f(z)a(z) ~ ka(x).

T—T0

Si a(z) ~~v(x) A B(x) ~y(x) entonces a(x) ~ [(x).
Nota.

Para que dos funciones infinitesimales sean equivalentes es necesario y suficiente
que su diferencia sea un infinitesimal de orden superior respecto de cada una de
las dos.

4.9. Funciones Infinitesimales comunes

Sea a(z) infinitesimal cuando x — 0

1. sena(z) ~ a(z)
2. tga(z) ~ alz)

3. 1 — cosalz) ~ %(a(m))Q
4. Aresena(z) ~ alz)

5. Arctga(z) ~ a(z)

6. logll + ()] ~ ala)

7. a®®) — 1 ~ a(z)log(a) (a > 0) en particular e*®) — 1 ~ a(z)

1
8. [1+ a(z)]? — 1 ~ pa(z), en particular, {/1+ a(z) — 1~ —a(x)
n
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4.10. Asintotas

Una recta recibe el nombre de asintota de la funcién y = f(z) si la distancia
desde el punto variable M de f(z) a la recta tiende a cero cuando el punto M
tiende hacia infinito a lo largo de la curva.

Distinguiremos 3 clases de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.
Asintotas Verticales

x = x( es una asintota vertical si al menos uno de los limites de f(x):

lim f(x) =400 lim f(x) = +o0

T—T T—Ty

Asintotas Horizontales

Si h’If f(z) = A, entonces la recta y = A es una asintota horizontal.
T— 00

Asintotas Oblicuas

Si los limites:

lim @ =my, im [f(z) —miz] = n,
T—+00 T z—+00

existen, entonces la recta y = mjx + n; es una asintota oblicua (a la derecha) y

si:
lim f@) =mg, lim [f(x) — maoz]| = no
T——00 €T r——00

existen, entonces la recta y = max + na es una asintota oblicua (a la izquierda).
OBSERVACION

Para mq, = mg = 0, se tiene una asintota horizontal.

4.11. Grafico de curvas

Hasta aqui podemos enriquecer un poco mas el trazado del grafico de una funcién
f(x) visto en el parrafo 2., es decir, podemos seguir la pauta: Dominio, raices y
signos, simetrias periodicidad y acotamiento, Asintotas (que no son otra cosa
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que el comportamiento de f(x): en las fronteras de su dominio y para valores
extremos de ).

Como lo dicho anteriormente estos puntos no agotan el analisis para la Grafica
de f(x), como se verda mds adelante.

4.12. Ejercicios Resueltos

1.

Comprobar, usando directamente la definicién, que las

a) f(x)=mx+n

d) flz) =" air'; (an #0),
=0

son continuas en R

Solucién.
a) Ve > 0, |f(x) — f(zo)| = |max +n —mzo —n| = |m||lz — x| < € de
donde: |z — zg| < i, asi 0 = i, m#0

m| m|

En caso m = 0, cualquier nimero positivo sirve para d, pero esto se
€

L+ |m)| [m]

lo tanto: Ve > 0, 36 = %W; Vo, [z —xzo| < d = |f(x)— f(z0)| < e.

puede incluir tomando a, § = que es menor que 0 = , por

b) Consideremos los z tales que |z — 29| < 1 = —1 < z — 129 <
l = 20— 1 < ax<2+1 = 200—1 < z4+ 29 < 229 + 1,
sea M = max{|2zo — 1], |2zo + 1|} entonces |x + x| < M, ahora
como |22 — 23| = |x — 20| |z + wo| bastard que |z — xo| < Y
que |z — x9| < € asi: |22 — 2| < e. Por lo tanto, Ve > 0, siendo
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) = min (1,%> ; Vo, ]m—xo\ <~ W—x%\ <E.

c¢) De inmediato se tiene:

2" — 2f| = |z_zo| |2 4+ wox" 2 + 2B 4 af Y
luego si |z — xo| < ¢
|z — o] [z" 7t + @ox™ 2 4 2l < Sl g™ 2 4 2l
< &{Ja* " + Jzol[a™ 2] + |22 4 -+ |ag T}
tomando § <1 de manera que |z| < |zg| < |zo|+1
< 0{|zo|" ! = Jao " o A ||}

< 0{(Jwol + 1)1 + (Jzo| + )" + -+ + (Jwol + 1)1}

< on(|mo| + 1)L

Por lo tanto, bastard que: dn(|zo| +1)" ! < ¢

€

+— § < ————— luego es suficiente escoger 6 = ——————

(o + DT 0 0 ol + 1)
66<1.

d) De inmediato
|f(z) — f(zo)| = |an(z™ — zf) + an,l(:z:"_l — ;pg’*l) 4o

+ao(z” — 20)| < lan| [2" — 2f] + -+ + |ar ||z — 0]

de donde podemos concluir (por ¢), que:
|f(x) = f(zo)| < M&{n(|zo| +1)" ! + (n — 1)(|zo| + )" 2 +---}

donde M es el mayor de los |a;|;i = 0,1, -+, n.

En consecuencia | f(x) — f(zo)| < Md{n(Jxo|+1)" "t +n(|zo| +1)" "1+
c 69 < 1 segin

-+ } luego es suficiente escoger § < Mn2(|zo| + 1)7 1

lo que sea menor.
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2. Pruebe que:

a) f(xr) =4z + 2 es continua en xg = 1

b) f(z) =2%— 2z — 12 es continua en zg = 5

Solucion.

En una aplicacién inmediata del problema anterior, es decir para:

€ € , cs €
= —,e > 0 nétese que también sirve 1

a) Témese, 0 = T54= 5

b) Témese, 6 = min (1, ) , Ve > 0 luego si,

S

10
s g

|z — 5] < :$M—5Mgm y

|z —5|<l4+= —4<2<b<= 0 <2r+4<10<= [z +4[<10
por tanto: |z —5llz +4| < 5 -10=ec <= |2 —2 —20| < ¢

(22 —2—-12) -8 <e <= |f(x) — f(5)] <e.

2
—6
3. Pruebe que f(z) = % es continua en zg = 3.
x —_
Solucién.
Como
2
-6 6
rar-b 9 <e<=|r—3| <20 si |[zr+2 >4
z? —4 5

Ve > 0,elegimos 0 =min (1,20¢).Asi, si |z —3] < ¢

|z — 3|

<
20 ~° Y

= |r-3/<20 y |[z—3]<1l<=

-3 -3
|2 ‘<5 y 4<$+2<6¢:L£4J

5.4 5.4 ~°F

3—1<zrz<3+1«—
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|z 42| >4 — o =38l o |fxr15-62-12)

. 1z =9

Y blz + 2| 5(z +2)

— |EE@=) 6 2tz—6_8 <e
(x+2)(z—2) 5 x2—4 5

1
4. Demuestre que f(x) = — es continua en todo intervalo de la forma [n, oo],
x
conn € Z,n>1.

Solucion.

Ve > 0, se desea hallar § de tal modo que: V1,29 > n

1 1

1 1] _|ei—a
I xI9

lv1—22| <0 = |[w1—22| < f = |f(21)—f(22)| =

‘3?11’2‘
€ en efecto para xq 2 ny

|21 — 22| _ |1 —

To > n es suficiente escoger § = n’e luego Ve >

1Ty n2
0.6 = 2 : _ |$1 _‘/1:2‘
, 0 = nfese tiene |x1 — x2| < & = |f(z1) — f(xe)] = ——= >
T1X9
lz1 — 2]  ne
T e e
1
5. Demostrar que si f(z) = senx, flz) = 3 Para algtiin z entre 0 y 7.
x
Solucién.
2 1 ) 3 1
Como f (E> =—>=-yf S < = por el teorema del valor in-
2 s 2 6 5%3 2

. . L, T 5w
termedio y como f(x) es continua en (0,7) y mas ain en [2, 6} entonces

1 T 57?]

f(zo) = 5 bara algin xoe [2, 5

6. Si f(x) es continua en = = xo y si f(zg) > 0 demuéstrese que el dominio
de f contiene un intervalo abierto en torno a g tal que f(x) > 0.

Solucion.
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Ve >0, e =

existe ¢ tal que |f(z)— f(zo)| < € siempre que |z — x| <

f(zo)
2

J. Por lo tanto, en un entorno ¢ de zo, —%f(xo) < f(z) — f(xo) = f(x) >

%f(:cg) > 0.

7. Demuéstrese que si f(x) es mondétona en [a,b] y satisface la propiedad del
valor intermedio, entonces f(z) es continua.

Solucion.

Supongamos que f no es continua en g, entonces para algun € > 0 y
Vo > 0,3z : |[f(z) — f(zo)] > €y |x — zo] < d. De aqui se desprende que
todo entorno de zy contiene una infinidad de estos valores, en particular
para los intervalos (xzy — a, xg) 6 (zo,x0 + a). Todo intervalo de por lo
menos uno de los dos conjuntos contiene esos valores de x. Supongamos
f(z) creciente y que todo intervalo (x¢, ¢+ a) contiene un punto x; tal que
[F(z:) — f(z0)] > &, entonces f(zo +a) > f(z1) > f(z0) + £ > f(z0). Bl
valor f(xg) + & no puede ser tomado, lo que contradice la suposicién de la
propiedad del valor intermedio. Luego f es continua.

8. a) Demuestre que z™ es monétona Yz > 0. Por lo tanto, pruebe para
a > 0 que 2" = a tiene una solucién positiva tnica: /a

n
b) Sea f(z) = Z a;z’; an # 0. Demuéstrese que:
i=0

i) Sin es impar, entonces f(z) tiene por lo menos una raiz real;

ii) Siay y ap son de signos opuestos, entonces f(z) tiene por lo menos
una raiz positiva, si n es par (n # 0), entonces f(x) tiene también
una raiz negativa.

Solucion.

a) Si 1 > 19 > 0 = 22 > 23 > 0 y al multiplicar repetidamente, se
tiene 7 > x5 > 0.
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b)

Si0 < a <1, entonces a es valor intermedio entre 0 y 1™.

Si a > 1, entonces a es valor intermedio entre 1 y a”. En ambos casos
queda asegurada la existencia de una raiz positiva, puesto que =" es
monotona, no puede haber dos raices positivas distintas.

i

i)

Si n es impar, podemos poner

f(2) = agn_12%" 1 + agy_22® 2 + ag, 32?3 4 - -

_ a2n—2 a2n—3
f(x) = agnx® 1 |1+ + + -
Ta2n—1 T2a2n—1

a;

Si |z| > nk 4+ 1, donde k es el mayor de los nimeros , 1=

a2n—1
a2p—2 a2n—3

+— +- | <1l= f(x)
Tagn—1 T2A2n—1
tiene el mismo signo que ag,—122" 1. De esta manera para = pos-
itivos y negativos grandes f(x) cambia de signo, luego el teorema

del valor intermedio, f(c) =0, ¢ € R.

0,1,---,2n—2, entonces:

Si a, v ag tienen signos opuestos, entonces para los valores posi-
tivos y grandes de x, f(x) tiene el signo de a, y como f(0) = ag
entonces f(z) tiene una raiz positiva (por el teorema del valor in-
termedio).

Sin es par, entonces f(z) tiene el signo a,, cuando los valores de x
son negativos y grandes en valor absoluto, entonces anilogamente
f(x) tiene una raiz negativa.

9. a) Demostrar que dado cualquier tridngulo, hay en cada direccién del
plano que la contiene, una recta que lo bisecta, esto es, que lo divide
en dos partes de igual area.

b) Demostrar que dados dos tridngulos en el mismo plano hay una recta
que los bisecta simultaneamente.

Solucion.
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10.

a)

a)

b)

)

a)

Sea A; area de la parte del tridngulo que queda sobre la recta [. Sea
B; area de la parte del tridngulo que queda por debajo de la recta [,
por demostrar que A; = B;. En efecto: sea ¢(l) = A; — By, ¢ continua,
al desplazar [ manteniendo su direccién A; aumenta o disminuye en
la misma cantidad en que B; disminuye o aumenta, luego existe [y tal
que:

¢(lo) = Alo —0= Alo (> O).

Existe {1 tal que ¢(l;) =0—B;, = —B;, (< 0), asi por el teorema del
valor intermedio: 3/ tal que ¢(l) =0=—= A; — B =0=— A; = B;.

Tomemos, para cada direccién ¢, la recta L(¢) que divide al primer
tridngulo en dos partes iguales. Sea L(¢) orientada positivamente en
la direccion ¢. Sea g(9) = A(o) — B(¢), donde A(p) y B(¢) constituyen
las porciones del area del segundo triangulo que quedan a la derecha y
a la izquierda de L(g). Si g(9) > 0 entonces g(m+0) = B(s)—A(s) < 0,
y por el teorema del valor intermedio, g(¢) = 0 = A(¢) = B(9) para
algin valor determinado de @.

Muéstrese que una recta sélo puede cortar la grafica de una funcién
polinomial de grado mayor que uno en un ntmero finito de puntos.

Obténgase el mismo resultado para las funciones racionales.

Verifiquese que las funciones trigonométricas no son racionales.

Solucion.

n
Los gréificos de y = mx +b ey = Z a;z’ se intersectan para los
i=0
n
puntos en que: mx + b = Z a;x’ es decir:
i=0
(ap —b) + (a1 —m)x + agw® + -+ + a,2" = 0 (1)
cuando el nimero de intersecciones es infinito, (1) tiene que ser nulo

yasiag =0b,a1 =m, a2 =az =--- = a, = 0, lo que contradice la
suposicion de que n > 1.
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11.

12.

b) Propuesto.

c¢) Debido a la periodicidad, la recta y = 1 tiene una infinidad de inter-
secciones con el grafico de cualquier funcién trigonométrica, luego por
b) las funciones trigonométricas no son racionales.

Demuéstrese que las funciones trigonométricas elementales senx y cosx
son continuas en R.

Demostracion.
Sea f(x) = senx, demostraremos que senx es continua para cualquier
aeR.
Asi:
r—« T+«
|f(z) — f(a)| = |senx — sena| = |2sen 5 €05
T -« T+ r—«
= 2|sen 5 cos > < 2|sen ‘ vy dado que:
T —« r— .
|z —al <d yque: |sen 5 5 ‘ se tiene:
[z —af

[f(z) = fla)]| <2

< djasisea 6=¢& con & >0,

arbitrariamente pequeno, queda demostrada la continuidad de f(z) = senzx.
Andlogo para f(x) = cosz.

Demostrar que si f es continua en [a, b], con f(a) < ay f(b) > b, necesari-
amente hay algin z en [a,b] donde f(z) = z. Interpretar geométricamente.

Demostracion.

Sea g(z) = f(z) — x, también continua en [a, b], entonces:

g(a) = fla) —a <0

g(b) = f(b) =b>0
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13.

14.

luego por el teorema del valor intermedio, 3z € [a,b] tal que g(z) = 0, es
decir, f(x) —z =0 = f(z) = .

Demostrar quessi f es continuaen (a,b) y 1, x2, - - - , x, son valores cualquiera
de este intervalo, hay entre el mayor y el menor de los z; un valor £ tal que

FO) = 1F) + Fw) + -+ Flan)]

Demostracion.

1 n
Luego por teorema del valor intermedio 3¢ € [z, ;] tal que f(§) = - Z fx),
=1

con mayor razén 3¢ en el intervalo formado por el menor y el mayor de los

x; tal que f(§) = %Z f ().
i=1

Demostrar que toda funcion periddica y continua en toda la recta real es
acotada, alcanza un maximo y un minimo y ademads tiene cuerdas horizon-
tales de cualquier longitud dada.

Demostracion.

i) Si f es constante de inmediato es acotada. Si no es constante tiene
un periodo p, asi la estudiaremos en un intervalo [a, b], f continua en
[a,b] <= Vzq € [a,b], V& > 0,39 > 0 tal que |z — 29| < 0§ =
[f(z) = fzo)| <& = f(w0) — € < f(x) < f(x0) + &
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Si € = 1 resulta de inmediato que f(xg) — 1 es cota inferior de f(x)y
f(xo) + 1 es cota superior de f, luego es acotada.

ii) Ahora demostraremos que f alcanza su maximo en [a,b]. El conjun-
to {f(x)/z € [a,b]} es acotado superiormente, luego tiene supremo s

luego s — f(z) < &, si s # f(x) entonces > — con lo que esta

1
s—f@) €
funcién siendo continua no es acotada contradiccién, luego 3z € [a, D]
tal que f(x) = s un méximo de f en [a,b]. En forma andloga se de-

muestra que f alcanza un minimo en [a, b].

iii) Cuerdas de cualquier longitud dada, VI € R buscamos puntos z1,xs €
R tales que f(x1) = f(x2) y w2 — x1 = I luego zo = x1 + [, asi bas-
tard buscar x1 € R tal que f(z1) = f(z1+1), tal punto se encuentra en
la interseccion de los gréficos de : y = f(x) e y = f(z+1), asi entonces:

Sea ¢ donde f alcanza su maximo M, y sea d donde f alcanza su
minimo m y también la funcién g(z) = f(x) — f(x — 1), entonces

g(e) = f(e) = fle=1) = 0 ng(d) = f(d) = f(d = 1) < 0 luego por
el teorema del valor intermedio, 3z € R tal que f(x1) — f(z1 —1) =
0 < f(x1) = f(z1 — ) como se queria.

15. Demostrar las siguientes propiedades de las funciones continuas. Si f es
continua en g, y

a) f(xzg) > 0, hay un intervalo (xg — d, o + d) donde [ es positiva.

b) f(x) se anula en puntos arbitrariamente cerca de x(, necesariamente

f(zo) =0.

Demostracion.

a) f continua en zgsii V€ >0, 30 > 0: [z —zo| < = |f(x) — f(z0)] <
£ = f(x) — & < f(z) < f(zo) + & tomando & < f(zg) y como
f(zo) > 0 por continuidad 3§ > 0 tal que |z — x| < 6 = 0 <
flxo) =€ < f(x) < f(xo) + £ lo que nos asegura que f(x) es positiva
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para |z — x| < 6.
Compare esta demostracién con la del ejercicio 6.

b) Supongamos f(zg) # 0, entonces f(xg) > 06 f(zg) < 0, en cualquiera
de estos casos, por ejemplo f(zg) > 0 para & < f(zp), 30 < 0 tal
que |z — 29| < d = 0 < f(z) < f(xo) + & asi f(z) no se anula para
puntos arbitrariamente cercanos a zy contradiccién, luego f(zg) = 0.

16. jSerd necesariamente discontinua en un punto dado xg el producto, de dos
funciones f(x) y g(z) si

a) La funcién f(z) es continua y la funcién g(x) es discontinua en este
punto.

b) Ambas funciones f(x) y g(x) son discontinuas en x.

Solucién.
a) No. Por ejemplo f(xz) = z es continua Vz € R

1 1
g(x) = sen— es discontinua en z =0y f(x)-g(r) = x sen— es contin-
x x

1
ua Vo € R ya que lim z sen— = 0.
z—0 x

b) No. Por ejemplo

2 si x>0
fz) = g9(x) = —f(x)
-2 si <0
son funciones discontinuas en x = 0, pero en cambio f(z)-g(x) = —4,

continua Vx € R.
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17.

18.

Dada la funcién

Asegurarse de que la funcién toma en [—2, 2], todos los valores desde f(—2)
hasta f(2) aunque es discontinua (jen qué punto?).

Solucion.

Nétese que f(z) la podemos escribir como:

(2 +1 st —2<z<0

(z+1)2 ¢ si 0<z<?2

ademds en [—2,0], f(z) = z+1 es creciente y continua es decir, toma todos
2

los valores desde -1 a 1 andlogamente en el intervalo [0, 2], f(z) = (x+1)2_§

toma todos los valores desde 0 a —. La funcién es discontinua en x = 0 ya
que £(0)+ =0, f(0)- = 1.

Sea f(z) =2z —1.Si h’mi f(z) = 1, hallar ¢ para & = 0.001 tal que |f(z) —
1] < 0.001 cuando 0 < |z — 1] < 4.

Solucion.

|f(x) =1 = [(2e — 1) — 1| = |22 — 2| = 2|z — 1|; por lo tanto, como se
quiere: 2|z — 1] < 0.001 cuando 0 < |z — 1| < 0 6 |x — 1| <0.0005 cuando
0 < |z —1] <9, luego si tomamos § = 0.0005 se tiene que:

0<|z—1]<0.0005 = |f(z)—1]< 0.001
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19.

20.

21.

Observe que cualquier nimero positivo menor que 0.0005 se puede emplear
para el mismo efecto, en general si 0 < &’ < 0.0005, entonces si

0<|z—1 <& =|f(z) —1] < 0.001.

Demuestre que lim (3x +5) = —1

r——2

Demostracion.

Queremos demostrar V¢ > 0, existe § > 0 tal que |[(3z+5)—(—1)| < & cuan-
do: 0 < [x—(—2)| < 4, en efecto: como |(32+5)—(—1)| = [3(z+2)| = 3|z+2],
entonces se quiere que 3|z+2| < £ cuando 0 < |z+2| < 4, lo cual nos indica

3
3
5:¢mm+m<35:¢am+m<3§=:¢@m+m-w—n|<g

que basta tomar § = g, puesto que: (V& > 0) (36 = ) ;0 < |z 42 <

. € . .
Demuestre que la funcién f(x) = u, x # 0, no tiene limite en x = 0.
x

Demostracion.

Debemos demostrar que para cualquier nimero L,V & > 0 tal que 36 > 0 :
0<|z—0]<d=|f(x) — L| > &, en efecto:

Caso 1: Si L > 0 tomemos & = 1, para cualquier § > 0, tomemos a x de
tal manera que, —6 < x < 0 entonces,

fz)—Ll=|-1-Ll=L+1>1=¢.

Caso 2: Si L < 0, tomamos £ = 1, para cualquier 6 > 0, tomemos a x de
tal manera que: 0 < x < & entonces

|f(x)—Ll=1-L>1=¢
Demostrar que:

a) lim z =uxo b) lim 2% =23
T—T0 T—X0
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aplicar para lim 22 = 9
r—3

Demostracion.

)

|f(z) — zo| = |z — zo| < § como 0 < |x — zg| < § bastard tomar § =&,
luego

(V&> 0)(F0=¢)(0< |z —x0| <0 = |z — 0| <&)

luego lim =z = xg.
xr—x0

Por ejercicio resuelto N° 11 del capitulo 1, resulta de inmediato |zy —
ab] < |(1+ |a|)|ly — b| + |b] |x — a| si |z — a| < 1, ahora en la expresién
|22 — 23| se obtiene
|xx — zozo| < (1 4 |xol)|x — mo| + |zo| | — 20| si |z — 0| < 1;
si0 < |z—20] <0 = |22 — 23| < (1+4]|20])d + |70|6 = (1+2|z0])8, co-
2 _ .2 §

mo |x° —xg| < € queda (1+2|xg|)d < £ = § = min 1, —,

22— ] < € queda (1+2lao])6 < ¢ (LS
lo cual demuestra que lim z? = z2

T—X0

Para lim 2 = 9, resulta xg = 3, |#2 — 9| < (1 +2|3|)§ < ¢ de donde

r—3

J < % si |z — 3| < 1 es decir debemos tomar un § = min <1, 5)

22. Demostrar que: h’n}l(a:2 —3x+5)=5
T—>

Demostracion.

Debemos demostrar V¢ > 0, 36 > 0, tal que |(2? — 3z +1) — 5| < £ cuando:
0 < |z — 4| < 6, en efecto como: (22 — 3z +1) = 5| = |(z — 4)(z + 1)| =
|z — 4]z + 1]

Sijr—4<l=3<zr<b=4<z+1<6=|r+1| <6, luego

|(22 =3z +1) — 5| < 6|z — 4] si |z — 4| < % entonces |(v? —3z+1) —5| < ¢

lo cual nos dice que debemos tomar § = min <1, é) O<|zr—4<1=
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23.

24.

25.

£

|(m2—3m+1)—5\<6\:c—4\y\x—4\<6:>](x2—3x+1)—5|<f).

Demostrar que: h’n%) Vx| = 0.
Tr—

Demostracion.

Debemos encontrar 30 > 0, V¢ > 0,81 0 < |z — 0] < § = |/]z| = 0] < ¢

en efecto, como: |v/|z| — 0| = [v/|z|| = I|z| ¥y |z — 0] = || < J hace-
mos § = &2, tenemos entonces 0 < |z| < € = § = 0 < /|z] < &,
asf 0 < |z — 0| < § = &2 = |/|z| — 0] < &, lo que querfamos demostrar.

Hallar el lim (2 — 2z + 5).

r——1

Solucion.

Aplicando los teoremas basicos pertinentes y la continuidad de las fun-
ciones en xg = —1, se tiene

lim (22 =2z +5)= lim 22 —2 lim z+ lim 5= (-1)>=2(-1)+5=8

r——1 r——1 rz——1 r——1

obsérvese que f(—1) = (=1)2 = 2(=1) +5 =8 = h’ml(ac2 — 2z +5) no
T——

siempre es cierto, esta propiedad sélo la tienen las funciones continuas en
el punto en cuestién.

2 -1
Hallar llm ——+—
a2

Solucién.

Aqui h’m1 f(z) # f(=1);ya que la funcién no estd definida para x = —1y
r——

para calcular el limite procederemos de la siguiente manera:

i 2 —1 , x4+ 1)(z—1 oo —1
hm — = = ].lm e ——E llm
r——1 2 +3z+2 z——1 (:C + 1)(17 + 2) x——1x+ 2

_xlirglx—$£rgll -1-1

Iim =+ lim 2:—1+2__

rz——1 r——1
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26.

27.

observemos dos cosas fundamentales, primero que el concepto de limite no
involucra al punto g = —1 (en este caso), por consiguiente podemos pro-

ceder a simplificar y segundo que la funcién es continua en xg = —1,

x
luego aplicamos el teorema de continuidad, es decir, lim f(x) = f(xo).
T—T0

Nota: En ejercicios posteriores supondremos el conocimiento de los teore-
mas pertinentes que se aplican, tratando de ser lo méas escuetos posible.

1
Demuestre que f(z) = 1+ 2 sen—; x % 0 es convergente en zop = 0 y
T

determine su limite.

Demostracion.

2 2

1 1
De inmediato: —1 < sen— < 1, Vo # 0 = —z° < 22 sen= < 22 =
T T

1
2<1+a%sen— <1422y como lim(1 —2%) = 1 = lim (1 + z?)

xT z—0 xz—0

1—=x

se tiene que 1 + z?sen— es convergente y por el teorema del sandwich
x

1
lim (1 + x2$en> =1.
r—0 x

senx
=1

Demuestre que lim
z—0

Demostracion.

De la figura se tiene:

Area AOSP <area sector circular OSP < area AOS(Q por tanto,
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28.

29.

1 T 1
5-1-sen$<§<§-1-tg:v:>senx<x<tgx:>
T 1 senx us
1< —> cosT < <lestopara0 <z < —,
senr  cosx T 2

T
también la relacién se cumple para —3 <z <0y como HH(I) 1=1
Tr—

senxr

y lim cosz = cosO = 1 se tiene lim =1
z—0

z—0 X

Demuestre que la existencia del limite, lim [f(z) + g(z)], no implica la
T—x0

existencia de los limites: lim f(z) y lim g(z).
T—T( T—x0

Demostracion.
. 1
La haremos con un contraejemplo. Sean f(x) = sen | — |, y g(z) = 1 —
x
1
sen <> ,  # 0, observemos que ninguna de las dos funciones tiene limite
x

cuando x se aproxima a cero, pero en cambio:

x—0

; . 1 [
aljlil(l)[f(:ﬂ) +g(z)] = 11613% sen— +1-— senx} =lim1=1.

2
e —1
Demostrar que lim f(z) = lim f(a + h), aplicar para lim .
r—a h—0 z—1 — 1

Demostracion.

Sea lim f(z) = L1 y definamos g(h) = f(a + h) asi:
(V&> 0)(35 > 0)(Vo)(0 < |z —a] <) = |f(x) — L1] <&
ahorasi 0<|h|<d=0<|(a+h)—al]<d y porlo tanto,

[fla+h) = Li| <€=lg(h) = L1| <& luego lim g(h) = L,

es lo mismo que }Lir% f(a+h) = Ly, andlogamente se prueba que si }LI’II(I] fla+

h) = Lo lim f(x) = Lo. Asi, un limite existe si existe el otro y viceversa y
r—a
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en este caso son iguales.

21 21
Paurainl;ml$ 71;f(x):%, a=1, asi:
(14+h)2—1 2h+h?
1+h) = = =2+h
A Iy | h +thy
1‘2—

1
lim =lim(2+h)=2.

z—1 xr —1 h—0

30. Calcular los limites:

Vitz—1 m1m1¢5_1

a) lim ———
)xli%ys/l—kx—l z—1 x—1
1—+/ A
C) Hm 2COSSU d) Hm rcsenx
z—0 T z—0 xT
9 1
resen— + senx

e) ili% cotg2x cotg (g — w) f)g_% 1— ;3_ COST

9 1
z° sen— .
lim ———% h) lim (1 — 2)tg—
&) 2 ena ) am(t—olte
7'('
o send o E—Arctg:r
i) lim cos (77 ) j) lim T
r— X r—00
sen—
x

senmz(l — cosmx)

o )

1) lim
T 1 —2cosx 0 r2senx
T— —
3
tg3z — 3t ntl _ 1
m) lim gz gT n)h’mx (n+ )$+n;n€N

T cos ($+ E) a—1 (x—1)2
3

25
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0) lim ;neN

T—a T —a

. o1
q)iﬂ Y —1

r+3 z+3

s) 1 < )

z—oo \ & — 1
W m— % _(a>0)

#24 log(z) — log(a)

x) lim z(Va —1); (a > 0)

T— 00

x SeENT

, €
z) lim ———
t—0 T — senx

— e

a—+x
lim {
ﬁ)xli% a—x

n __ m
5) 1im (1+mx) ! (1+nx)
z—0 X

Solucion.

, V1i+z-—1
a) hmgiz
z—0 /142 —1

log(1
1) Tim (290 + )
x—0 X
1
t) lim ( 1+tgx >Senx
z—0 \ 1 + senx
X X
- —1
v) lim ; (a>0); lim ¢
z—0 X z—0 xT
T _pT
y) lim ¢ ; (a,0>0)
z—0
er —e "t et —e "
a) lim ———; lim ——
z—Foo el +e T z——c0el e 7T
1
X bx -
v) lim <a + )m; (a,b>0)
x—0 2

;m,n €N

Vitz-D)(VT+a+)(Y/A+2)2+ YT+ 1)
(

lim
2=0 (Y142 —1)

Vitz+1)(YA+2)?2+ 0 +x)+ 91)

(I+z-D)(/ A+ 22+ JT+z+ V1)

= lim

2—0 (I+z-D)(VI+z+1)

lim

z—0 m—i—l

Y0+a)P+ M +a)+V1_3
2
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-1 -1 1 1
0 tim VI g 2Dy -
z—1 x—1 z—>1($—1)(f+1) z—>1f—|—l 2
c)
. 1 —+/cosx 1 — cosx 1+ cosx
lim ———— = lim :
—0 x? 700 22(1 + yJ/cosx) 1+ cosz
. sen’x 1 1 1 1 1
= lim =1.-.- ==
e—0 22 (14 +/cosx) 1+ cosz 2 2
A
d) h’r%w;sea Arcsenx =0 <= senf =z, t - 0 =6 — 0
Tr— X
0 1 1
Asi da: Ii lim — = - = 1.
St quedas IH(l) senb GL% send 1
0
€)
lim cotg 2x cotg <z — :z:) = lim cotg 2z tgx
z—0 2 z—0
cos2x senx ., cos2x 1
= lim . = lim =_
t—0 sen2x cosr  x—02cos?x 2
)
9 1 1 senx
resen— + senx rsen— +
lim = lim ——L—~L (1)
e—0 1 —x — cosx z—0 1 —cosz
x
) 1 . P
notese que —x < xsen— < zx, si ¢ > 0 de aqui lim zsen— = 0
X 1 z—0 x
andlogamente lim x sen— = 0, luego lim x sen— = 0, ahora
z—0~ T z—0 T
, 1 —cosx , sen’x ,  Senr  senw
lim ——— = lim ——— = lim =
=0  x a—0 (1 4+ cosx) 2—0 x (14 cosx)
0+1
d -1
asi (1) queda: 01
9 1 1
T sen_ Tsen—
1, —_— = 1 —_— O — 0
9) s, Rp—— s0p Sent 1
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h)

, T, _ L _ _ T
iﬂ(l_x)tg7_;lgi(l x)tg 5 2(1 ) glELnll(l :L’)cotg2(1 x)

cosz(l —z) 9 cosﬁ(l -x) 9 1 9
—lm(l-2)—2— =Zlm—2 2. --=
o=l sen—(1—xz) Tzl sen§(1 —g) m™ 1 7

g(lfx)

N s senx . . .. .
i) lm cos (m de inmediato como la funcién coseno es continua,

r—0

T
éste limite vale -1.

s T 1
— — Arctgz x (— — Arctg:c) sen—
J) lim 2 " _lm 2 ; notemos que lim L —
T—00 1 T—00 gggenl e |
sen— z -
T T

1

Luego calculemos lim x <g — Arc tga:), sea Arctgr = 0 <= tgf =z,

r—00

. ™ ,
81x—>oo:>9—>§,351 queda:

lim_tg 0 (g — 9) = lim_cotg (g — 9) : (g — 9)

- — —y —

T
——40
:01_1'>m72r 005(29)%1

finalmente entonces el limite pedido tiende a 1.
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(=-3) (==3)
sen (x — — sen (x — —
lim ————372 — i 3L
& 1—2cosw xaﬁl—Zcos[(ac——)—F*}
3 3 3 3
(=-3)
sen (x — —
= lim_ ?:f
1 3
T3 l-2 [2608 (:B — g) — 5 sen (a: - g)]
(-3)
sen (x — =
— lim 3 —
oo T1 — cos (x——) -l-\/gsen(g:——)
3 3
T . m ,
sea T — - =2, sl x—>§:>z—>0,as,1:
i senz 1 1 1 1
= lim = -
—0 1-—
z z ( cosz \/§86n2’> 0+v3 V3
z z
i S€7 mx(l — cosmx) 3 1y SEVTE sen’mx 1
fm =7 lim . :
a—0 r2senw [l w2 ST
x
1 _ 73
(1 + cosmz) 2
. tgdr — 3tgx ) tgx(tg®z — 3)
11m7r —~ = hm7r T
g cos <x + 6> g 5(\/gcosac — senx)
. senx sen’x — 3cos’x ) x
=— lim = -2 lim (senx 4+ V/3cosz)
T cosdz 1 T cosdx
o — —(senz — v/3cosz) z— —
3 2 3
V3
3 (VBB

(

1
2

)

3

(

P

>:_24
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eN

. 2"l (n+ Dz +n
n) lim 5 M
z—1 (m - 1)

Seax=z+1, siz—1=2—0

& n+1
E+)"™ -+ D+ D+n Z( k >Zk_(”+1><2+1)+n

lfm 5 = lim "= 5
z—0 z z—0 z
1
1+(n+1)z+wz2+~--+z"+l—(n+1)z—n—1+n
lim 1-2 5
z—0 z

1-2 1-2-3
1 i 1
zli% 22 2n<n+ )
0) lim et —a (z—a)(@" P+ 2" %0+ +za" 2 +a" ) N
r—a T — Q r—a (.%—CL)
1 3 2 1-3 -1 2
p) lfm g T8 @ D@+?)
z—1\x—1 1— a3 z—1 3 —1 z—1 (:Cfl)(ﬂf2+l‘+1)
Ca—la?+z+l
Jr—1
q) \4/5 ,sea 212 =z, siz — 1= 2z — 1, asi se tiene
r—1 x—1
L2 -1 =D+ 2+2+1) 4
lim —— = lim S
z—123 — 1 z—1 (Z — 1)(2’2 +z+ 1) 3
log(1 !
r) lim log + ) = lim log(1+z)x =log [ im(1 4+ z)x | =log(e) =1
z—0 xT z—0 z—0

notese que la funcion logaritmo es continua para los positivos.
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Luis Zegarra.

z+3 z+3 z+3
4
l{im <x+3> — lim <1+x+3—1> — lim <1+ >
r—1 T—00 T—00 r—1

T—00 Xr — 1
) 4 lim
= lim <1+ > 4 -1 —e 27T —1 = ¢t
T—00 r—1
t)
1 1
B 14+ tgx \ senx 3 1+4+tgr —1—senz \ seng
lim | ———— =1lim(1+
z—0 \ 1+ senx z—0 1+ senx
14 senzx 1 tgx — senx
— lm (1 + tgr — sena:) tgx — senx senx 14 senx
z—0 1+ senx

senz (1l — cosx)
im
z—0 senz (1 + senx)cosr _ 0 _

e

Nota: como en s y t hemos calculado lim f(2)?®, donde lim f(z) =
r—a Tr—a

—o00, entonces se puede recomendar la transformacién

lim g(x)[f () — 1]

1, lim g(z) =
r—a

lim f(2)9%) = lim (1 + f(z) — 1)9@) = ez—a
u)
(33‘
- . - — 1) a
lfm ———— — lim — 1fm ~0
z—alog(z) —log(a) — a—ay, (7) =0 1og <7>
a
lim a . a . a
z—a [ L log(e)
X
lo (1+I—1>a_1 lo h’m(l—i—x—1>a_1
g - g lim -

notese que a > 0.

a® —1
; (a > 0), como €/°9% = g tenemos

v) lim
z—0 X
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) a® —1 ) emloga -1
lim =lim ——, sea e
z—0 x z—0 X

wloge _ 1 =4 si 2 —0

— 2z — 0, con lo que e®9% = z + 1 —

log(1
zloga loge = log(z + 1) <= zloga = log(1 + z) <=z = ogl(—i—z)
oga
 etloga _q B zloga i loga
luego lm —— =1lim ————— = lim —————— =loga
z—0 T z—0 log(l + Z) z—0 1
log(1+2)z
: . et —1
de inmediato lim =loge =1
z—0 x
1
x) lim z({a—1), (a > 1) = lim z(az —1);
T—00 T—00
sea —=2,81 *t—00=—=2—0
x
a® —
= h’n%) = loga, por ejercicio (v).
Z—>
T —p* T_1—-("—-1 T—1 bt —1
y) lim & — lfm~ ( ) _ i ~ lim -
z—0 X z—0 X z—0 xT z—0 x
log2
g b N
T _ ,senx T—senz _ | T—senr _ |
z) lim S — lfm & -lim

a—0 x — senx  1—0 (x — senx)e~%"T 20 T — senx a—0 e ST

como (z — senx) — 0, tenemos que el limite vale 1.

a)
- 1 1 1
et —e " &~ T
lim = lim € — Iim € —1
z—+oo e + e z—o+4oo 1 T—+00 1 1
+ et 62:(:
e —e ® , e -1

m —— lim e =
z——oco e? +e % z—-—oc0eT 41
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31.

6))
- 5 -
lim /2T~ i (1+a+x —1)95 — lim (1+ v )x
x—0 a—x x—0 a—x x—0 a—x
a—z 1 2z 92 9
ae-+ 2 1 2
lim<1+ 2z > 2 xa—x:ez%a—x:ea
x—0 a—x
)
1 1
1 (a—i— )x:hm<1+a+ —1>x:hm<1+a+ )‘T
x—0 r— 2 r—0 2
2 a® 4+ b* — 2
:1fm(1+ax+bx_2>aaf+bf—2 2z _
r— 2
1 a® —1 R |
— [ lim + lim
62 x—0 xT x—0 xT
L (loga + logh)
_ 29T oy —
d)
" /n " /'m
(I +ma) = (14+na)™ oo \k o\ K
lim = lim
x—0 x2 x—0 $2
1
—n(n —)m?2® 4+ - + (mzx)" — <2m(m —Dn?a?+- -+ (nw)m)
= lim 5
x—0 x
= alclg%) §n(n —1)m? — —m(m — 1)n? + <§> mix+ .-+ <n> mp" 2
m\,_ _m,.m—2 1
o= (Mnmam?] = inm(mn —m—nm-+n)=-nm(n—m)
Calcular
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a) lim (senvz+1— seny/z)

zZ—400

b) wgrfloo(\/x2+x— 1-vV22 — x4 1); IEIEOO(\/:L’2+$— 1-vVa22 —z+1)

1 1

., 2+37 . 2+37
¢) lim ——; lim

z—0~ 1 z—0t l

3+ 37 3+ 37

, V1 —cosz
d) lim ——

z—0%E senx
Solucién.

1
a) Sea z = —, si z — +oo = z — 07, luego queda
x

1 1
lim (senvz +1—seny/z) = lim (seny/1+ — — sen\/>)
z2——+00 x—07t x xX
AN
1 1 r Vo
senq/1+ — —sen\/7‘ =2|sen [ X—2L VT
T T 2
1 1
I+ —+4/-
x x
cos | ————+~
2
pero como:|cosu| < 1, Vu se tiene que:
/ 1 1
1 1 14+ —— \/>
seny/1+ — —sen\/7 <2 |sen y o VT
T T 2

y también: |sen p| < u, Yy

por otra parte:
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o F
sen 1+—sen\/7 <2 1+—\/7
\ T \/

won 1+1_86n\F Wt T-D) (Ve +T+1) T _
V' - VT Ve+l+1  Ve(Wz+1+1)

NG

vr+1+1

ahora como lim \F

z—0t Jr+1+1

senq/1 —|— - — sen\/7

lim f(x) = a, se tiene de inmediato

z—0F
1 1
lim (sem /14— — sen\/7> =0
z—07F x x
noétese que hm (sen\/ 14+ —-— sen\/7> no existe.

b) De inmediato:

8 |

]|

= 0 por el teorema del sandwich

= 0, ademds como: lim |f(z)| =a =

lim
z—0t

z—0t

Va2+z—1+vVa2 —z+1)
(Va2 +z—1+Va2—z+1)

(Va24+z—-1-Va2—x+1)

_ 2z — 2 _ 2z — 2
Vit —1+vVa2—az+1 T 1 T 1)
’3?‘ 1+*—72+ 1—*+72
T T Tz
asi:
2 — 2 2
lim x =-=1
z—+00 1 1 1 1 2
X 1+*—72+ 1—*"‘72
T x T T
2c — 2 2
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1
! 2437 2
¢) Six -0 =32 -0 y lim i = -
z—0~ l 3
3+3x
1 1 1
243z 23 41 -
Si z — 0T entonces, + = + ycomo lim 3 =z =0
T 1 b
3+3z 3-3 41
1
2-3 ¢ +1
asi: lim 2o v =1
z—07F l
3-3 v 41
d)
f(z) V1 — cosz V1 — cos’x Vsen?x |senz|
xr) = = = =
senx senxr+/1+cosr  senxv/1+cosr  senxv/1+ cosx
1 1 1
lim f(z) = — = — lim f(zx)=——.
IO =a e Y W
(1)
32. Demuestre que h’rr% = —oo0 ;Cudl es el mayor valor de § tal que
r—1 T —
(-1
0<|z—-1<0= _1<04mm
Demostracion.
—1)=l 1)1 1
Sil<:c<2:>( ) :( ) = - — —oo cuando x — 17,
z—1 z—1 r—1

-k (=1° 1

Sio<r<1l= — —oo cuando x — 17, luego

. r—1 -1 z-1
(=D
| =—
z1—>Inl rz—1 o
—1)l=] 1 1
Como(x_)1 :_g;—1<_58i O0<|]z—1<d<1l, §=103esel

< —1000.

(-1)¥
1

numero mas pequeno tal que 0 < |z — 1| < § =

33. Calcular los limites cuando z — 0, de
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x
a) f(x) = z|cotgx| — m
1 1
b — (2] ==
) g(x) (L‘] m) senz
Solucion.
i x<x| cosx‘_1>
a) lim ( z|cotgz| — — | = lim SEny
r—0 |(E’ z—0 ‘$|
de donde:
coST COST
It ( — 1) — I 1=0
xgonJr xsenx xi»rg+ sena Y
x

COST
T\~ COST

_ 1)
sent__J — i (~1)

lim —F | —-1=0
—0- —T z—0~ sen(—x)
(=)
- (]az\ cosaz‘ _ 1)
luego lim SETLL =0
z—0 |x\

b) Como:

1 1 1 1 1

X X X

, 1 1 1 1
luego lim | |—| — — ) senz = 0, por estar | |—| — — Jacotada.
z—0 x x T T

34. Sea F centro de una circunferencia dada de radio r. AABC isésceles, AC =
BC(C inscrito en la circunferencia. Calcular:

)i Area NAFC
a) lim
AB—=0 Area sector circularAF'B

” Area NABC
im
AB—0 Area sector circularAF'B

b)

Solucion.
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1
a) Area sector circular AFB = 3 ar?,

DF = rsen% ANAC =2AD = 2r cos%

AC - DF = r2sen cosS

A NAFC =
rea C 1 1

N |

2
Area NAFC = %sen% ahora como AB — 0 = a — 0, se tiene que

a—0 1 2 - § bim g - 5
2
1 — 1
b) Area NAABC = 3 AB-EF = 5 27 sen%(r cos% + 7“) = rzsen% (1 + cos%) .

9 « « «
résen— (1 + COS—) sen— a

lim 2 22 — tim —o2 lim (14 cos ) =2
a—0 1 2 a—0 =  a—0 2
5 ar 2

35. Sea el AABC rectangulo, no isésceles, de base dada AB; HC altura; M
punto medio de AB; D punto en que el lado AB es tangente a la circunfer-
encia inscrita. Demuestre que

, HM
llm —_ = 2
(a—b)—0 DM
Demostracion.
Sia—-b—0=a—0
N b I b2 2 _ op?
HM:E—a:,perofzfdeaquia::—yH = T -t
2 b c c 2 c 2c
(2 =b?)—b*  a?—b?
2c 2
_ __ S b —b
DI — S~ 4D pero AD = S—a luego DI — <— (2F2F ¢ ) _4=2
2 2 2 2
a? — b2
%2 a+b_ a+b

, finalmente:

de do deHM

nde: = =
DM  a—b c Va? + b?
2
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L N
aﬂb\/a2+b2 \/§b \@

T
COS (*COS%‘)
a) lim ——2 7

£—0 sen?z

1 — cos [1 — cos (g(l + x))}

36. Calcular:

b) wlin—ll (1 - $2)4
Solucioén.
a)
(5e00) (5~ 5%0=)
cos | —cosx sen (= — —cosx
lim —— 22 — lfm ——2 2
a—0  sen?x z—0 sen’x
senz(l — cosz) g(l —€OST) | 4 cosa
Tt : :
ey f(l — cos) sen?x 1+ cosx
- senz(l — cosx) 1 - 1 =
= T jim — T2 =T
2 z—0 5(1 — cosx) 14 cosz 2 2 4
b)
™
1—cos [1 — cos (—(1 + x))}
lfm 2 =

r——1 (1 — 1‘2)4

sen? (1 — cos (g(l + :c)))

rx——1

(1—22)*| 1+ cos {1 — cos (g(l + x))}

A
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B
. senQr(l — cos (g(l + m))) . [1 — cos (g(l + a:))]2
vt [1 — cos <%(1—Hc)>}2 [(1-2)(1+a)* A
i 2B sen'3(1 +2) . (E>4. LI !
Cemn1 B (2)4(1%—1‘)4 2 (1—a)t [l—l—cosg(l—}—sc)}2

notese que six - —1 = B — 0y A — 2, asi queda el limite:

1 ™ 1 11 nf
N 16 16 4 2 2048
37. Probar que:
i tg|z|™ o (1 — cos|z|™)x? Cn>m
x—0 sen|z|  2—0 tg|lz|?™(1 — cosx)
Prueba
tglz[® . senlz[" |x[™  |z["T™

lim =
z—0 sen|z|™  z—0 |z|* sen|z|™ cos|z|®

este limite vale 0 si n > m y vale 1 si n = m, asi también

s

(1 —coslz|™)z* . sen?|z|* cos|z[2?(1 + cosx)

2—0 tg|z[2?m(1 — cosz)  1—0 sen|zP™  sen?z(1 + cos|z|")

‘Zm 2

sen?|z|" B 2= x 1+ cosz

= lim

a—0 |z|*™  sen|z|?™ sen?z 1+ cos|z|?

este limite vale 0 sin > m y vale 1 si n = m.

2242 —1
T

38. Hallar las asintotas de la curva y =

Solucion.

Cuando z — 0~ = y — +o00; * — 07 = y — —o00, por consiguiente, la
recta x = 0 es una asintota vertical.

o[
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39.

2
2¢ — 1 2 1
m=1m Y= 1tm T i i+ 2=
r—+o0 I r—+o00 2 r—=+o00 T x2
2 277 — 1 2 1
n= lim (y—z)= lim <W> ~ lim <2—> —2
z—+oo r—=+o00 x r—oot X

por lo tanto, y = £+ 2 es una asintota oblicua de la curva considerada. Para
estudiar la disposicion relativa de la asintota y de la curva examinemos la

diferencia de las ordenadas de la curva y de la asintota para un mismo valor

2
2 — 1 1
de z : R (x + 2) = ——, la diferencia es negativa para x > 0y
T

positiva para x < 0 entonces para x < 0 la suma se encuentra por encima
de la asintota. Observese su gréfica.

Bosquejar los gréficos de las siguientes funciones, senalando sus puntos de
discontinuidad y analizando el caracter de estos.

1 3
W) fa) = T
b) fa) = g

¢) flz)=va?+1 seng

1) flr) = VI E20
$2
e) f(z) = Vo1
) fa) =2
2(x —1)?
9) J(@) = Vax? + 2z + 1
.’E2 — SeENT
h) f(x) = ¢

T+ 1

1-— cosg(l + )

1— 22

i) flx) =
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Solucion.

1 3
W) (@) = T

Domf = R—{—1} la funcién es muy simple para el gréfico si z # —1.

(14 2)(1 — 2+ 2?)

=1- 2 a parabola).
Tz x + z° (una par )

fz) =

Noétese que
lim f(z)=3= lim f(z),

r——1" r——1+

luego posee una discontinuidad evitable, quedando asi:

3
11*:3 sioxt—1
flz)= v
3 si x=-1
1 — cosz
) f@) =%

i) Dom f = (—00,0) U (0, 400)

ii) Raices y signos
l—cosx=0<= xcosxr =1<=x=2kn, ke 2

+ e 4 e + e +

signos
-2 27 4

nétese que f(x) >0, Vo # 0.

1— _
iii) Simetrias: f(z) = (cos)(Qx) = f(x), es par luego es simétrica
—x

con el eje Y.

iv) Acotada: —1 < cosz <1 <= 1> —cosx > —1 <

1 — cosx

0<1l—-cosz<2<=0< 3

<2
x - 22
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v)

Continuidad
3 1 — cosx
lim ———~ — 0ot
r—+o00 1‘2
. 1—cosxr 1+ cosx _ sen’x 1 1
lim 3 . = lim — — -
z—0 1+ cosx z—0 x 14+ cosx 2

tiene una discontinuidad evitable en x = 0.

¢) flz)=vVa2+1 seng

i)
i)

iii)

iv)

Dom f = (—00,0) U (0,00)

) . s T
Raices y signos: V1 + z2sen— = 0 <= sen— =0
xr X

=Tk ke Zk#£0
x
1
xr=—
k
+ ° — . + ° — o0 + e — e + o —
1 1 1 1 1
2 3 4 4 3 2
Simetrias: —f(—x) = —V1+ x2sen( u ] = f(x), es impar luego
—z
simétrica con el origen.
Acotada:
—-1< sen— <1< —\/1—1—952 < \/1+x2senz < V1422
x x

1
Continuidad: Nétese que f(z) = |z|y/ — + lsenz, asi
x x

7 m
1 sen— 1 sen—
lim m/—5+1 szw; lim —m/— +1 Wx:—w
r—+00 X - T——00 €T o
x x

w T
lim /22 4+ 1sen— no existe debido a que sen— oscila entre -1 y
x

z—0 T
1, por lo tanto, es discontinua inevitable para = = 0.
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1) flo) =10

i) Domf = T7+xz>0Ax# +2dedonde x > -7 Ax # £2

ii) Raices y signos: vV7+ax—3=0= 7+x =9 = x = 2 pero se
descarta porque no pertenece al dominio de f.

o — o + o +

iii) De inmediato no es simétrica con el eje Y ni el origen.

3

iv) Continuidad: Nétese que f(—7) = I y

f(x)_(\/7+a:—3)(\/7+x+3)_ x—2
22 -4 (VT¥z+3) (@2-4H)WT+z+3)

asi entonces,

1 1 1
lim = —; lim = +o00
e=2 (z+2)(VT+x+3) 24" a——=2(z+2)(v/T+x+3)
luego en z = —2 hay una asintota vertical (discontinuidad in-

evitable) y en x = 2 hay una discontinuidad evitable, ademés,
11’51_1 f(z) = 07, es decir, el eje X es una asfntota horizontal
T—T00

para los x positivos.
2

e) f(x) =

2 —1

i) Domf=22-1>0=1r<-1lox>1
ii) Signos: f(x) > 0, Yo € Domf. Raices no tiene.

iii) Simetrias: f(—z) = f(z) con el eje Y.

1’2
2ly/1 - —
A

33'2

iv) Asintotas y continuidad: f(x) =
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T
m= lim {
T—F00 1 —
1— —
el /1
1 5” — 1 a
LA\ ) T T 7
T 1——2
x

(d) ()

= lim =

lim
T—+00 1 1 T—-+00 1 1

1
= Hm+ z =0
(/11— 2 (1 +4/1— 372>
analogamente, por la simetria cuando x — —oo, m = —-1An =20

asi: y = £z son asintotas oblicuas de la curva que no intersectan
a esta en ningin punto.

Ademas h’rn+ f(z) = 400 lim f(z) = —oo, discontinua inve-
z—1 rz——1"

vitable paraz =1y z = —1.

sen2x

f) flz) =

r—x?’
i) Dom f =R —{0,1}
ii) Raices:

f(x):0<:>sen2x20<:>2x:k7r,]{:7&0,keZ,x:kg

Signos:
— e 4+ o + o — e 4+ e — e +
T T 3T
_Z 0 1 il 2n
2 9 T 2
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iii) Simetrias: No tiene

iv) Asintotas y continuidad
lim f(x) - +oo A lim f(z) — —oc.
r—1- z—1t

En x = 1 hay una asintota vertical luego una discontinuidad in-

evitable.
lm sen2zx _ 9 lim SenT  cosT 9
a—0% (1 — x) -0t . 1—=
luego en = = 0 la discontinuidad es evitable
2 2
m= lim -2 _ 0 p= lim =

z—too 22 — 23 z—+oo 1 — 2

por lo tanto, y = 0 es una asintota horizontal.

2(x — 1)2
)= ——————
9) J(@) Viz? + 2z +1
i) Como 4z2 + 2z +1 > 0, Va luego Dom f = R.

ii) Raices: f(z) =0= z =1,
Signos f(x) >0, Vz

iii) Simetrias: no tiene

iv) Asintotas y continuidad

2(x —1)2
m= lim (a; )

z—Foo p/4x? + 20 4 1

2 1
2 1-—+—=
-2 1 2
m =2 lim x Tt ,m=2 lim " = =+1,
T—Fo00 2 1 T—Fo00 2 1
zlz|\[4+ -+ = 4+ -+ =
r 2 r oz
es decir, m; = 1 cuando x — 400 y mg = —1 cuando z — —o0,

asl:



Luis Zegarra.

Limites de funciones y continuidad 47

) < 2(x —1)? >
n= lim (—m———>_t-—-ou 2| =
z—+o0 \ \/4x? + 2z + 1
. 2@ —1)? —aViaZ+ 22 + 1
lim
T—+00 Vix? + 22 +1
2 4+ 2 1+ + !
T — ~ -2 —+ —
) 2 472
ny = lim =
r——+00 9 1 n 1 n 1
2 422
1 1+ + ! 2
1= =4
2 422 - —4
lim 4+ lim L =

lim + (—2)
SR U Sy Py R
2r  4x? 2r 42
1 1
n1 lim 2 4w 2 =
r—+00 1 1
1 1 14+ —
+2 +42<+ +2 +4x2>
1.9
4 7 4
asiy = — X nétese que ny = lim [f(z) — 2| no existe andloga-
T—00"
mente se obtiene:
2(x — 1) 9
ng = lim (M—i—x) ==
z——o0 \ 4x? 4+ 2x + 1 4
yng = lim [f(z)+ z] no existe.
r——+00
2(x? — 22+ 1)

Intersecciones de f(x) con las asintotas, —x+ — =

4 VA4zr?+2x+1
9 9

como el 2° miembro es positivo 6 0 entonces —:B+Z >0z < 1
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de donde resolviendo la ecuacién resultan x; = 1.89 z9 = -0.048
(las dos validas).

2(z —1)? 9
Andlogamente x — — = L; x > —, resultan las mis-
4 Vax2 2241 4

mas 1 =1.89 x5 = -0.048 que se descartan porque no satisfacen
9
x> 7 por lo tanto, no hay interseccién.

Ademsds: lim f(x) =400

r—+o00

3z2 — 2+ senx
h) fla) = S

i) Dom f = (—o0,—1) U (-1, 400)

ii) Raices: f(z) = 0 <= senz = 2 — 322, de donde graficando por
separado senz y 2 — 322 las raices de f(z) se encuentran para los
puntos en que dichos gréaficos se intersecan.

Signos:
- o —+ ° — ° +
-1 —0.9704 0.68

iii) Simetrias: no tiene

iv) Asintotas y continuidad:

lim f(zx)=—-ocoA lim f(z)=+o0

r——1— r——171

luego en x = —1 hay una asintota vertical
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3 2 senx

322 -2 -3 2

m= lim Sx” — 2+ senx - lfm —2x% r° _ 3
r—+o00 $2+,’L‘ r—+o00 1+ L

, 322 — 2+ senx
n= lim (— =3z
z+1

, <3x22+sen:p3x23x>
= lim

z—+o00 z+1
2
_g_2  senz
= Ilim 2 L _—_3 luego y=3z—3
r—100 1
1+ -

, . L, 3 322 — 2+ senx
es una asintota oblicua, ademas nétese que lim ———
z—-+o00 x4+ 1

oo, Estudiemos las intersecciones de la curva con su asintota
oblicua, si las hay.

322 — 2+ senx

Asi entonces: —————————— =32 -3 < senx = -1 <=z =
- z+1
2km — 5 k € Z (infinitas intersecciones).

1-— cosg(l + )

1—z2

i) flx) =

i) Domf =R —{£1}

ii) Raices y Signos:
1fcosg(1+x)20<:>:c:4k‘fl, keZ, k#0
obsérvese que 1 — cosg(l +x) >0, Vo € Domf luego los signos
dependen unicamente del denominador.

o 4+ o —
-1 1

O sea:

iii) No tiene simetrias.
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iv) Discontinua en & = +1, determinemos de que tipo, para lo cual

calculamos:

lim f(z) - —oco A lim f(z) — 400

r—1t z—1—
luego es inevitable para x = 1, en cambio para x = —1, se tiene

1 — cos [E(l + x)} sen [E(l + IL‘):|

lim s = lim —t
T—— — X T—— (1
C(+2)

sen [g(l + 1:)}

(1—x) [14—003 {%(1—1—:6)” -

|

la discontinuidad es evitable.

Observacién Nétese la similitud de las funciones dadas en f) y
en i) y quizas con b)

40. Las funciones que se dan a continuacién son discontinuas en z = 0. Definir
la funcién en dicho punto de tal manera que sea continua, si es posible.

1 n—1 _ 1
o) fa)= LED"T 2oy
x
log(14+x) —log(1l— =
b) flay = AL = log 2 )
x
Solucién.
a) Calculemos
1 2 n—1
(14+az)" ' -1 Lt ne + gn(n — a® 4 2" — 1
lim ———— = lim :
z—0 X x—0 T

1
= h'n%)(n—{—Q'n(n—l)x—i-”--i-xn_Q) =mn, asi f(0) =n
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1
log(1 —log(1 — 1 T
b) Andlogamente: lim og(1+z) — log(l — ) = lim log< +x> =
z—0 T z—0 l1—=z
1
) -
log h’n}) <1 + x) Tl = loge? = 2; en virtud al ejercicio resuelto N°
r— — X

30, B cona=1,asi f(0)=2

41. Dada
8r si <0

3 si 0<x<1

4 -2z si 1<x<3

22— 11 si x >3

estudie la continuidad de esta funcién y grafique.

Solucion.

De inmediato lim f(z) = lim f(z) =0y lim f(z) = lim f(z) = -2
z—07F z—0~ z—37F
luego es continua en x =0 y x = 3 como también Va, = # 1,
ahora como: lim f(x) = lim (—2z4+4) =2y lim f(z)= lim 2° =1
r—1+ r—1+ r—1— r—1—

luego como estos limites son distintos, no existe h’nri f(z), por lo tanto, es
xTr—

discontinua inevitable en x = 1.

42. Determine los valores A y B para que la funcién

—2senx si Tz < T

2

f(z) =X Arcsenz+ B si —g<x< g
T

cosx si Tr > —

-2
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sea continua en R. Grafique.

Solucion.

Debe cumplirse

@) lim f@)= lm f@)=f(-3)
x—>—§ x—>—§
b) lim f(z)= Hm+ flx)=f (g) asi se tiene:

1 (5) =2 (-5) =2

lim (—2senx)=2= lim (Asenz+ B)
™= T+
T——— T———

2 2
de donde: —A 4+ B =2 (1’) en forma andloga:

, Y _ T _
11%_(A56n33+3) = 11%+cosx—f(2) =0

T— — T— —

de donde: A + B = 0(2'), resolviendo el sistema formado por (1') y
(2') se obtiene A = —1 y B = 1 que son los valores indicados para que
f(z) sea continua en R asi queda

r . T
—2senx sl r< ——

2

. ™ s

flx)y=< 1—senz si —- <zx< -
2 2

. s

cosx Sl x> 5

43. Averiguar si son continuas y construya el grafico de las siguientes funciones:

a) f(z)= lim ! x>0

7n—>oo]_+$n’

b) f(z) = lim (x Arctgnz)

n—oo
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Solucion.

a) Es discontinua en x = 1, ya que

1

1) = I -
F) = lim = =3

1i = lim I =1
AT = I

1/ f( ) 1/ 1/ 1

1im = lm 1m =
z—1+t v z—1tn—oo 1 4+ "

la discontinuidad es inevitable.

b) Noétese que
x si >0

fz) =

—g:z: si <0

por tanto f(z) es continua Va # 0, debemos estudiar su continuidad

en x = 0, luego

D 0 =5-0=0

lim = lim ~z =0
r—ot z—0t

2) ilir(l) f(z) = - ;
lim f(z) = lim (——x) =0
r—0~ r—0— 2

luego h’r% f(z) = f(0) = 0 = f(x) es continua en = = 0, final-

mente f(x) es continua en todo R.

44. Estudiar la continuidad de:

W) f)=""1
b) flx) = lim 1_’?”:6

2n
oot —1
) @)=t e
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Solucion.

r—XT

a) Siz >0, f(x) = = 0six =0, f(z) no esta definida, si z <

0, f(x) = 1::1(093) = 2, luego ili% f(x) no existe ya que lim f(z)=

z—0~

2#0= h’m+ f(z), por lo tanto, la discontinuidad es inevitable.
z—0

/ ) 0o ) nx . roo_
b) Nétese que f(0) = nhj{.lom =0y nlggo 1+nz ”lggo 1 +z N
n

1, Va # 0, asi:

lim f(z) = lim f(z)= 11'11(1)1 =1,
T—

r—0t z—0—

entonces en x = 0 hay una discontinuidad evitable, o sea queda:

nx
lim si x#0
n—oo 1 4+ nx
flz) =
1 si =0
¢) consideremos tres casos:
i) |z| > 1, en este caso lim z*" = oo, luego
n—oo
1
e
f(z) = lim —g =1
xr2n
ii) |z| < 1, en este caso lim 2°" = 0 por lo tanto, f(z) = —1.

n—oo

iii) # = 41 en este caso 2" = 1 para todo n, por lo tanto f(z) =0

asi la funcién puede escribirse

1 si |z >1
flz)y=<¢ -1 si Jz| <1

0 si z==1

la que es evidentemente discontinua inevitable en z = +1.
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45. Haciendo uso del método de sustituicién de un infinitesimal por otro equiv-
alente (es decir, mediante 4.3*), hallar los limites siguientes:

) 1 senTx
a) im ———
z—0 log(1 + 2z)

Arctg 3x
¢) lim

z—0 Arcsen2x

3senz — z2 + a3

log(1 + sendx)

b) ill% esenk')a: -1
1—
d) lfm — 22
=01 0035

Vi+z+a?-1

e) lim f) lim
0 tgr + 2senx + St 0 sendx
x T
ST+ —— 3414+ —
L VitaZ-1 , \/+3 \/+4
g) im ——— h) lim
z—0 1 — cosx z—0 T
1—4/1——=
2
Solucion.

a) Tenemos: sen7x ~ Tx; log(l 4 2x) ~ 2x; asi:
senTx , Tx
lim —————— =
—0 log(1 + 2x)

7
2

= 11m —
z—0 2

b) Tenemos: log(1 + sendx) ~ sendx ~ 4x

(65€n5$ _ ]_) ~ senbxr ~ 51’, por lo tanto,
. log(l1+sendx) , 4z 4
lim ———— = lfm — = —
0 esenbr _ | z—0 bx 5

¢) Andlogamente: Arctg3x ~ 3x; Arcsen2x ~ 2z, ast:
Arctg3z , 3z 3

im— =
z—0 Arcsen2x  z—0 2x 2

2 2
d) (1—cosz) ~ %; (1 - cosg) ~ o= %; as{
22
{— bl
lim —— o — lim 2 =4
=01 —cos> TOX
2 B
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e) senx ~ x; tgx ~ x; por lo tanto:

3senx — x2 + 23 o 3r—a?+423
im =lim — =
a—0 tgx + 2senx + S5zt -0 x + 2z + St

r+ar? w
+r+ac—1)~ ~ —:; sendx ~ 4z, asi:
N Viteta?=1)~— 5 senda ~ da, asi
x
Vit z+a2-1 ., 5 1
lim = lim & = —
z—0 sendx z—04x 8§
1‘2 3;‘2
q9) (mfl)fv?;(lfcosx)fv?
$2
A R
lim ———— = 1lim 5 = 1.
z—0 1 — cosx z—0
2
:\*/1+§—41+‘Z 31+§—1 m—l
h) h’r% :—11'1%74-11'%7
T— T T T I P
L=y /1=5 1-5 -1 1-2-1
2 2 2
€z T
: 311 — -1 ~ 2 = . 41 - ~ a7
come <\/T3 ) 3 9’( "1 ) 416

4.13. Ejercicios Propuestos

1. Comprobar usando directamente la definicién, que las funciones:

a) f(zr)=ax+b

56
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d) f(x) = Arctgx

son continuas en R.

2. a) Demostrar que toda funcién continua que cambia de signo tiene al
menos una raiz.

b) Demostrar que la ecuacién 623 — 222 + 5z + 6 = 0 tiene una solucién
entre -1 y 0.

¢) La ecuacién z* + 423 + 22 — 62 + 2 = 0 tiene cuatro soluciones reales;
encontrar cuatro intervalos cada uno de los cuales contenga exacta-
mente una de ellas.

d) Tiene alguna raiz la ecuacién senz —x + 1 = 0.

3. Demostrar que una ecuacién algebraica cualquiera de una potencia impar
con coeficientes reales

2n+1 2
aox®™ ™ + a1z + -+ a0 + agpe =0

tiene al menos una raiz real.

4. Seala funcién f(z) continua en [a, b] y la ecuacién f(z) = 0 tiene un nimero
finito de raices en [a,b]. Disponiéndolas en la forma: a < 21 < z9 < -+- <
Ty < .

Demostrar que en cada uno de los intervalos
(a, xl)y (xla x2)7 (1‘2, .’E3>, Ty (xn7 b)

la funcién f(x) mantiene el mismo signo.
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5. A una torta circular de radio R se le corta un trozo de dngulo del centro
0; el trozo es colocado en un plano de radio r. {Cuél grande debe ser r (en
funcién de 0)?. jEs la funcién continua enf?

Indicacién:

Considerar separadamente: § = 0; 0 < § < g; <O<mym<0<2m.

vl 3

Respuesta.

r es funcién continua de 8, excepto para 6 = 0.

6. Hacer ver, mediante un raciocinio basado en argumentos de continuidad,
que en todo instante hay en la superficie de la tierra dos puntos que son an-
tipodales entre si y que tienen la misma temperatura y presién barométrica.

7. Dada la funcién en el intervalo [—2, 2], por:

242 si —2<z<0

f(z) =
—(22+2) si 0<x<2

(Existe algin punto en este intervalo tal que f(x) = 0?7

8. Demostrar que en un intervalo cualquiera [a,b] de longitud mayor que la
unidad, la funcién f(z) = x — [z] alcanza su valor minimo pero nunca su
valor méaximo.

9. Demostrar que la funcién

z+1 si —1<x<0

fz) =

—x si O<z<l1

es discontinua en el punto x = 0 y tiene el valor méximo y el valor minimo
en [—1,1].
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10.

11.

12.

13.

14.

Encuentre una funcién que toma todo valor y para 0 < y < 1 una y sola
una vez para valores de = en [0, 1] y que es discontinua para alguno (s) en
[0,1].

Mediante razonamiento de & — &, demostrar que la funcién f(z) = 22 es

continua para x = 5. Determinar el valor de § para valores de
£:1; 0,1; 0,01; 0,001;---

Respuesta.

o [E
0 = min (11, 1).

1
Sea f(x) = — y & = 0,001. Para los valores g = 0,1; 0,01; 0,001;---
x
Hallar los ntimeros positivos més grandes §, tales que de la desigualdad
|z — x0| < ¢ se deduzca la desigualdad |f(z) — f(zo)| < &.

Respuesta.

a)0=10"" b)d=10"" c¢)§=10""

Se necesita hacer una placa metdalica cuadrada de lado g = 10cm. ;Entre
que limites se puede alterar el lado z de esta placa si su drea y = 2 puede
diferenciarse de la proyectada yg = 100cm? no mas de:

a) £lem? b) +0.1cm? c) £0.00lem?  d) £&em?

Respuesta.

a) 9.95 <z <10.05 b) 9.995 < z < 10.005

d) VIO —E <z < \/I00+ ¢

En que entorno méximo del punto zg = 100 la ordenada de la grafica de
la funcién y = /x se diferencia de la ordenada yy = 10 en una cantidad
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15.

16.

17.

menor que 107"; n > 0, n € N ?. Calcular la amplitud de este entorno
paran =0,1,2,3.

Respuesta.

100[1 — 10~ )2 < 2 < 100[1 4 10~ (]2

Usa la desigualdad |senx| < |z|, Vo € R, para demostrar que la funcién
seno es continua en x = 0. Usar este hecho, junto con la férmula.

a—0 a+ 0
COS 2

sena — senf3 = 2 sen

para demostrar que la funcién seno es continua en cualquier punto de R.

Demostrar que si un polinomio de grado para alcanza al menos un valor
cuyo signo sea opuesto al del coeficiente del término de mayor potencia del
polinomio entonces, éste tiene al menos dos raices reales.

Demostrar, partiendo de la definicién del limite de una funcién (en términos
de £ — 0, £ — M, etc.) que:

a) lim (4 —3) = —11 b) lim (22% 4 52 — 1) = 6

T——2 z—1
2

c¢) lim Tz d)lim cosz = cosa
r—2 T + 1 3 T—a

e) lim3 [x] =1 f) ng_lw Arctgr = g
r— 5

1

g) lim 23 =0 h) lim 2%sen— = 0
x—0 z—0 x

i) lim a” =+o0 (a>1) j) lim v -1 =2
x——+00 z—1 \/QE -1
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21 3
18. Si f(z) = ;7_1_1 probar que 313% flx) = 5 Encuentre el valor de § tal que

3
0<lo—2| <d= |f(x) - 5| < 0.001.

19. Demuestre que ninguno de los siguientes limites existe.

D VATl
c¢) lim sen— d) lim Sent
a—0 z—w |sen|
-3 1
) Tim =2 £) lim tg—
z—3 *r—3 z—0
20. Demuestre que:
a) lim [f(z)]|=0<«= lim f(z)=0
T—T0 T—x0

b) Si lim f($) =Li A lim f(l‘) =Lo=— L1 =1Lo
T—T0

Tr—XT0

¢) lim f(r)=L<+<= lim (f(x)—L)=0

T—xQ T—T0

21. Comprobar que la funcién f(z) = % tiene en [0, 00] el infimo m =0y
x

el supremo M = 1.

Una funcién f(z) estd definida y es mondtona creciente en [a, b]. (A qué son
iguales el infimo y el supremo de dicha funcién en [a, b]?

Respuesta.
fla)y f(b).

Nota: Recordemos (Ejercicios Algebra I, mismo autor), que:

El nimero m = inf ¢ (q5){f(7)} se llama infimo de la funcién f(x) en (a, b)

El ntimero M = sup,¢(,p)1f(z)} se llama supremo de la funcién f(x) en
(a,b)
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22. Determinar el infimo y el supremo para las funciones

a) f(z) = 2% en [-2,5] b) f(x) == —|—% en (0,400)
c) f(z) = senz + cosz en [0,27] d) f(z) = [z]

i)en (0,2) y

ii) en [0, 2]

e) f(x) =x — [x] en [0, 1]

Respuesta.

a) 0; 25 b)2;notiene c) —v2;v/2 d)i)0;1
i) 0;2 ¢)0;1

23. Sea

R(x) ap + a1x + -+ - + apa"
xTr) =
bo + b1z + -+ - + bpa™

donde a,, # 0y b, # 0. Demostrar

lim R(z) =< 77— sl n=m
T—00 bm

24. Calcular los siguientes limites

1 (1
a) lim (14+2)°— (14 5z)
x—0 x2 4 2°
)20 30
b) 1im (22 — 3)*"(3z + 2)
T—00 (2x + 1)0

62
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1
2 b 2 —1
. V1i+a2—1
d) lim
z—0 T
vVr—b—+va—>b
e) lim i a , (a>10)
e 22 _ g2
V1422 — Y1 -2z
f) lim 3
z—0 T +x
. T4zt 4+a"—n
g) lim
r—1 r—1
n__ ,ny __ n—1 _
By lim &) mna (o)
z—a (x —a)?
N s m n
) i1—>ml<1—a?m_1—$”> m,n &N
) P+22+...4n% n
I e 13 T3
0o T+ x4+
N S
WV +13-2Vx +1
) lim
z—3 z2 -9
. Jr—64+2
m) lim —————
T——2 (L‘3—|—8
) i vVi—xz—-3
" xin—lié 2—|—\3/5
2
7) lim ’
e—0 v/1+ 5z — (14 x)
Respuesta.

)10 D) <;’>30 o)

N

63
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o) %n(n +1) h)%n(n 1A i) S(m—n)
Dy W1 -
)i M2 o)y

25. Calcular los siguientes limites

V14 ar — Y1+ Bx

a) lim , myn €N
z—0 x
V1 V1 -1
SR AR Ak
z—0 X
c) lim 52
z—1 1—\/5 1—\3/5
1 2 2
d) lim 23 [(z+1)3 —(z—1)3

T—00

¢) lim (V1i+a?+2)"— (V1+a®—a)

z—0 T

1'3 .172
If -
/) xliilo<3x24 3:c+2>

g) lim z(vV/2?2+4+1-—1x)

T——+400

V2x2 4+ 3

im
z—+oo 4z + 2

,meN

222 +3
m ———
z——oc0 4x + 2
V1 -1
i) lim YT e N
z—0 x
1 3
k) lim LV
z——114+ \"/5
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Respuesta.
R
) 2

26. Calcular los siguientes limites:

)

b)

, lg2x
Iim
z—0 sendx

sen(a + x) + sen(a — x) — 2sena

1
zli{(l) :L'2
, V2 — /1 ¥ cosz
lim 3
z—0 sen-x
) 9 1
lim (z° — 4) sen
r—2 x—2
2sen’z + senx — 1
lim
T 2sen?x — 3senx + 1
T— —
6
. tg(a+2x) —2tg(a+z) + tga
lim 5
r—0 €T
, T
hmz tg2xtg <Z — x)
r— 4
., coSxT — coS3x
lim ———

z—0 112

1 — cosx cos2x cos3x

lim
z—0 1 — cosx

65
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) lim VI+tgr — 1+ senx

z—0 x3
m) lim+(sen\/x + 1 — seny/z)
T—00
1 — Jcosz
n) lim ST Veost
a—0 1 — cos\/T
N 3 1-— cotg?’x
n) lim
T 2 — cotgr — cotgix
T— —
4

0) lim Arccos(1 — x)
z—0 \/E
1 t COS€C3I
p) lim (—i—g:r>
z—0 \ 1+ senx

s 1
CcOS—T — §sen T

q) lim

1 (1= 21— Vo)

Solucion.
2
a) 3 b)0 ¢)1 d) —sena ) 4\1/5
£) 0 )3 h) Bl 2 @2k D kez) i) i) 4
& cosda 2’ ) .
K14 ) i m)0 n) 0 o) 2

p) V2 q) e 1)0
27. Hallar los siguientes limites:

73

, 32— +1\1— ¢
a) lim | ———
202+ +1

r—1

21
b) mn<ﬂ >x+1
z—oo \ x4 + 1
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)
d)

e)

lim v1 — 2z

z—0

, <x+a>m
lim
T—oo \ T — @

lim (1 + senmx)
z—1

1
B coSxT \ 5
lim < ) x?
z—0 \ cos2x

I T cotgx
tig [0 (5 )]

i < 1 1
lim ( sen— + cos—

r—00 X X

lim \/cos\/x

z—0t

i x
lim cos™—

T—00 \/'ﬁ

cotgmx

g (19 (2 + az)

1
:pli% sen bz
lim ———— (a > 0)

r—a T — Q

ax—l—h 4 am—h — 9%

T
h—0 h?
. log(2 +€3%)
lim ———=
z—+o0 log(3 + €27)

N

lim tg" <
n—oo
ea:c

1
+ —
n
) e’”
lim
z—0 senaxr — senfx

3

z—0

) (ax+bx+cx>$
lim ( —————

i a,bc,e RT

67
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r)

3
lim log(1 + 2%)log(1 + E)

r—oot

Respuesta.
a) 0 b) 1 c) e 2 d) e?® e)e !
) il
f) e3/2  g) e2 h) e i) 7 jle 2
2
k) ?a 1) a®log (%) m) a®log’a 1) g o) €2
p) 1 q) Vabe r) log(8)
28. Calcular los limites:
l
a) h’er log(xlog(a)) - log og(am:r) (a>1)
w0 log(=)
a
. cos(xe®) — cos(xe™ ™)
b) alylg(l) a3
. coshx —1
)t
) Tim senhvVz?2 +z — senhvz?2 — x
w—rFoo cosh
¢) lim 1+ senx — cosw
t—0 1 — senx — cosx
esen?a} _ eSenz
i
f) 220 tghx
(1 + x)
log T
g) lim a
a—0 Arctg(l + x) — Arctg(l — x)
h) lim Arctg

r——00 1+ .2132

68
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i) lim Arccos(vz?+ 1z — 1)

T—+00
N 1
7) My M
Respuesta.
9 1 1
a) log(a®) b)-2 «¢) 3 d) 2senh§ e)-1
01 SERENEE j)1

29. Hallar las constantes a y b de la condicién

241
lim ($+ —a:n—b):()
z—oo \ x4+ 1

Respuesta.

30. Hallar las constantes a; y b; (i = 1,2) de las condiciones:

lim (Va2 —z+1—ax—b1)=0

r——00

y
h'r_ir_l (Va2 —x+1—ax—b2) =0
T—T00
Respuesta.
1.
ai::tl; bi::Fi (221,2).

31. Hallar las asintotas y hacer el grafico de las siguientes curvas:

0 J@) =

69
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d) f(z) =log(1+e€")

Respuesta.

1
a) r=1,z=-2, y=x—1si T — =00, y=-—a—3

1
b) Six—>—|—oo,y:x+§

c) y=3-2

d) Siz— —o00, y=0.Six— +o0, y==x

32. Estudiar la continuidad y bosquejar la gréfica de las siguientes funciones:

-4 si x # 2
a) fla)=4 72
A si & =2, A por determinar
) fla) = || sia £ 0y £(0) =1
¢) flx)= |j| siz£0y f(0)=1
1
d) fz)=e 2? siz#0y f(0)=0
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9) f(x):Arctg<1+ L, >

z r—1 -2
0 si <0
T si 0<ax<1
h) f(z) =
2?44 —2 si 1<z<3
L 4—z si >3
) 14z
i) f(l“):m
1
j) flx)=e @
k) f(x)—<1—|x‘>:c+<1+|x|> senx
X T
1+x-1
) fla) =

Respuesta.

a) Es continua si A =4 y es discontinua para x = 2 si A # 4.

b) Es continua.
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Es discontinua para x = 0.
Es continua.
Es discontinua para = = k2, k € Z.

x =0y x =1 son puntos de discontinuidad evitable; x = —1 es una
discontinuidad infinita, por lo tanto inevitable.

x =0,z =1, x =2 son puntos de discontinuidad de primera especie.
Es continua.

Discontinua evitable en x = —1.

x = 0 es un punto de discontinuidad de segunda especie.

Es continua.

Discontinua evitable en z = 0.

1
T = E(k € Z) son puntos de discontinuidad inevitable. z = 0 es punto
de discontinuidad evitable tiende a 1. (Ver ejercicio resuelto N° 14 b)
del capitulo 2).
La funcién es continua.

r=+VEk (k € N) son puntos de discontinuidad de primera especie.

Discontinua inevitable en x = 2.

33. Estudiar la discontinuidad y construir los graficos de las siguientes fun-
ciones:
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d) f(z) = lim [z Arctg(n cotgz)]

n—oo

x
= lm —
e) f(x) n1—>ngo 1 4 (23€n$)2n

f) f(z) = lim e

n—oo

2

Respuesta.
a) = =0 punto de discontinuidad de primera especie.
b) y=1,si|z| <1; y =22 si|z| > 1y continua.

c)y=0,six#k;y=1siz=kr (k€ Z); x=knrson puntos de
discontinuidad de primera especie.

d)y:gx sik7r<a:<k:7r+g; y:—gxsikw+g<x<k7r+7r; Y=
k
0sixz=Fknr+ g (keZ)y; z= % son puntos de discontinuidad de

primera especie.

s 77
i ——tkr<z<—<-+k
T Sl 6+7r x 6—|—7T

e) y= g si xz:l:%+k:7r

0 si "akr<z< ™ ikn
\ 6 6

T = :l:% + km son discontinuidad de primera especie (k € Z).

34. Estudie la grafica de las funciones compuestas fog y go f, sefialando sus
puntos de discontinuidad, para:
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1 si >0
a) f(x)= 0 si 2=0 A g(z)=a(1-2?
-1 si <0
1 s |z| <1 222 s Jz| <2
b) flz) = A g(z) =
0 si |z|>1 2 st x| >2
r <0
T+ |x
) fa) =" g =
2 >0

35. Estudiar la continuidad de la funcién compuesta y = f(u) donde u = ¢(z),
si

u si O<u<l1 x si x esracional

flu) = o(x) =

2—u si 1l<u<?2 2 —1x si x esirracional

Respuesta.

flo(x)) ==

36. La figura que se indica estd formada por un tridngulo y 2 rectangulos. La
funciéon A = A(y)(0 < y < +o00) representa el drea de la parte de dicha
figura que estd comprendida entre las rectas paralelas Y = 0e Y = y. La
funcién log = log(y)(0 < y < +00) es la longitud de la seccién de la figura
por la recta Y = y. Hallar las expresiones analiticas de las funciones A y L,
construir sus graficas y estudiar su continuidad.

Respuesta.
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37.

38.

39.

40.

41.

1

A:3y—§y2 ; L=3—y si 0<y<1
1 .

A:§+2y ; L=2 si 1<y<2
5 .

Azi—i—y ; L=1 si 2<y<3
11 .

A:? ; L=0 si 3<y<oot

A es continua y L es discontinua (Primera especie) en 2 y 3.

Es obligatoriamente discontinua en un punto dado xg el producto de dos
funciones f(x) - g(x) si:

a) La funcién f(z) es continua y la funcién g(x) es discontinua en este
punto.

b) Ambas funciones son discontinuas en dicho punto z.

;,Se puede afirmar que el cuadrado de una funcién discontinua es también
una funcién discontinua?

Respuesta.

No.

Demostrar que todos los puntos de discontinuidad de una funcién mondtona
acotada son puntos de discontinuidad de primera especie.

Comprobar que la funcién f(z) = sen siz#ay f(a) =0, toma en

r—a
cualquier intervalo [a, b] todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)

sin embargo, no es continua en [a, b].

Demuestre que:
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42.

43.

44.

45.

46.

arccost + arccosy = (—1)¢ arccos(zy — V1 — 224/1 — y2) + 2r&
(lz| <1, |y| <1); donde
E=0siz+y>0y&=1siz+y <0 (justifique).

1 7
;Toma la funcién f(z) = -~ 23 — senmz + 3 el valor 3 dentro del intervalo

4
[—2,2].
Respuesta.
Si.
Demostrar que si un polinomio de grado par alcanza al menos un valor

cuyo signo sea opuesto al del coeficiente del término de mayor potencia del
polinomio, entonces este tiene al menos dos raices reales.

Demostrar que la ecuacion £2* = 1 tiene al menos una raiz positiva menor
que la unidad.

a) Demuéstrese que 1im (cos7z)*" existe para cada valor de z y es igual
n—oo

a1l 6 a0 segin que sea x entero o no lo sea.

b) Demuéstrese que lim [ lim (cosn !mz)?™] existe para cada valor de z
n—oo m—oo

y es igual a 1 6 0 segin sea x racional o irracional.
¢) Examinese la continuidad de estas funciones limite.

Respuesta.
c) La funcién dada en (a) es continua Va # k, k € Z y la funcién dada en

(b) no es continua en ninguna parte.

Defina f(x) en los puntos de discontinuidad de modo que f resulte continua
(si es posible).
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1
1) (@) = wes
!
0 fle) ="
1+ 65
0 g = g
1
) J2) = =
£) $@) = o] + 2]
0 10 =+ ]
n) flo) = YIX222
i) f@) =

n 2
47. Sea f(x) = lim <:C ) , mostrar que la funcién estd definida Vo # —1.

a) Encuentre el valor de f(1), f <;> , f(2)

b) Cudl es 11’1({1Jr flx)y Hr?, f(x)

c¢) Para que valores de z es f continua?, es posible definir f(—1) de man-
era que f resulte continua en (—1).

48. Estudiar la continuidad y hacer la grafica de las funciones:



Luis Zegarra. Limites de funciones y continuidad 78

.%'2
@) = —q = D@ =log (<+1><—3>>

49. La funcién f(z) carece de sentido en x = 0. Determine f(0) de tal modo
que f(x) sea continua para x = 0, si:

a) fla) ="
1 _i
) f) = e

1
c) f(x) = senx sen—

d) f(x) = alog*(z)

Vi+z—1

IO =
f) flo) = =
Respuesta.

50. Demostrar que todos los puntos de discontinuidad de una funcién nonétona
acotada son puntos de discontinuidad de primera especie.

51. Sean f(z)y g(x) funciones continuas periodicas, definidasen R y h’m+(f(x)—
Tr— 00

g(x)) = 0, demostrar que f(x) = g(z).

52. Haciendo uso del método de sustitucién de un infinitesimal por otro equiv-
alente (es decir, mediante 4.3), hallar los limites siguientes:

senbx

@) ey log(1 + 4x)



Luis Zegarra. Limites de funciones y continuidad

53.

54.

log(cost)
=0 /1422 —1

1 — cosx 4 2senz — sen?’:z: - 1'2 + 31’4

c) lim
) 2—0 tg3x — 6sen’x + x — Ha3

V14 senx — 1

d) lim ———
) 720 log(1 + tg2x)
2 — 2
¢) lim log(2 — cos2x)
2—0 log?(sen3x + 1)
Respuesta.
5 3 2
2 2 2 d4)° -
SRS E R RR A

Calcular A= lim f(z) — lim f(x), si:

T—-+00

F(z) = lo a:—i-\/m
g z 4+ Va2 + b2

Respuesta.
b2
L<2>
Calcular:
) lim Arct 1 lim Arct 1
a) lim Arc : im Arctg——
r—1— gl—l" r—1+ gl—x
log(1 z log(1 x
b) lim logl+e?) g, logd+e?)
T——00 X T—400 X
Respuesta.

b) 0; 1

s ™
W3 T3

79
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95.

56.

o7.

58.

Supongamos z — 0, comprobar que las funciones infinitésimales

1

a) f(z) = b) f(z) =e 2
) 1) = s ) (@)
son incomparables con la funcién z™(n > 0), cualquiera que sea n, es decir,
T
nunca se verifica la igualdad HH(I) Ln) = k, donde k es una constante, dis-
xr— X

tinta de cero, y n es arbitrario.

Supongamos que x — +oo y que f(x) = z™(n € N). Demostrar que:

a) Cada una de las funciones f,(x) crece mas répidamente que la prece-
dente f,—1(x).

b) La funcién g(x) = e” crece més rapidamente que cada una de las fun-
ciones fp(z).

Dada la funcién:

1 1
72*867172
flz) =~ <
1 1
) + sen 5

Analice la continuidad de f(x). Defina f(x) en los puntos donde las discon-
tinuidades son evitables, de manera que resulte una funcién continua.

En una circunferencia dada de radio r y centro F', AB es una cuerda y C
es el punto medio del arco AB. Ademdas D y E son las intersecciones de la
tangente en C' con las rectas F'A y F' B, respectivamente, Calcular:

, Area del trapecioABDE
im
AB—0 Area del sector circularAB

Respuesta.

0
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59.

60.

61.

62.

En una circunferencia dada de radio r y centro F', AB es una cuerda y
ABCD es un rectangulo inscrito en la circunferencia. Calcular:

» Area sector circularAF B
im
AB—0 Area RectdnguloABC D

Respuesta.

1

4

Determine las asintotas de: f(z) = V1 + 22 + 2.

Respuesta.

Ty 3x.

Para AB cuerda de una circunferencia dada de centro O, calcular:

Area segmento circular AB
im -
AB—0 Area sector circular AOB

(Segmento circular: regién encerrada entre cuerda AB y arco AB).
Respuesta.

1

Calcule

lim (Arctg ) (i - [;D

Respuesta.

0
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63. a) Probar que

. senl|z|" , 1 —cos|z|"
lim — =2lm ————
a=0  [xf3 w0 [afP

b) Calcular
1 — cos(1 — cosz)
4

lim
x—0 X

Respuesta.

b)g



