Capitulo 3

Sucesiones. Limite de una
sucesion

3.1. Introduccion

La nocién de sucesién es un instrumento importante para el estudio de un gran
nimero de problemas relativos a las funciones. Una sucesion es, simplemente,
una funcién f : N — R representadas usualmente por a, que se llama elemento

n-ésimo de la sucesién y se escribe: ai, a9, -+, an, - -

Diremos que una sucesion ai,as,--- ,an, -+ es convergente al limite «, o que

converge a «, cuando n — oo, lim a, = « si para cualquier ¢ > 0, IN(g) > 0
n—oo

tal que se cumpla la desigualdad |a, — a| <&, Vn > N(e) (léase: ay, tiende a «
cuando n tiende a (més) infinito) si una sucesién no tiene limite, se dice que es
divergente.

3.2. Teoremas Basicos

Si las sucesiones {a,}, {b,} son convergentes, entonces:

o) Jim (a0 ,) = i ok lim b, = ok 0

b) lim a,b, = lim a, lim b, = af
n—oo n—oo n—oo
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a lim a, o

/ n . 3

c) lim —="—=—" si limb,=F3#0
n—oo by, nh_)r{.lo b, 15} n—00

Sig=0Aa#0= lim Z—nnoexiste.

n—oo n

a
Sif=0ANa=0= lim b—n puede o no existir

n—oo Op

d) lim a) = (lim a,)” =a”, para € Rsia? existe.
n—oo n—oo

lim «a
e) lim 4% = n—oo " =~ paray € R" si v* existe.

n—oo

La demostracién de estos teoremas son inmediatos por medio de la definicion de
convergencia.

Asismismo, dichos teoremas muestran que cualquier conjunto finito de opera-
ciones matematicas elementales efectuadas con los elementos n-ésimos de un
cierto nimero de sucesiones convergentes dadas, se conserva en el limite: la
sucesion resultante serd convergente y su limite se obtendra llevando a cabo el
mismo conjunto de operaciones con los correspondientes limites de las sucesiones
dadas (con la habitual condicién de que ningin denominador sea nulo).

3.3. Ciriterios de convergencia

1. Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Una sucesién monétona y acotada tiene un limite finito.

2. Teorema del Sandwich.

Siap, <b, <e¢, y lima,= limc, =L, entonces lim b, = L; (L
n—oo n—oo n—oo

puede ser finito, +00 V. — 00)

3.4. Problemas Resueltos

1. Usando la definicién del limite de una sucesiéon, demostrar que
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3
a) lim a, =1 b) lim b, = 5 donde:

n—oo n—oo
) 1357
a) = 2.2 L.
3’5°7°9
13 28 49
b) 17777771"'
19744’ 79
Solucién.
2n — 1
N6t =
a) Nétese que a, 1

Sea ¢ > 0, se trata de encontrar un nimero N € N tal que Vn > N

2n—1
se cumpla |a, — 1| < e. Para lo cual trabajamos con n -1 =
2n+1
2 debers li 2 < cde donden >
= eberd cumplirse que ¢ de donde n
2n4+1|  2n+1 PIRE AT o1

1 1 1 1
bt De aqui la parte entera del nimero — — 5 e puede tomar como

1 1
N, es decir N = [—]
€

2
, 1 1 -
Asi, Ve >0, N = |- — 1k VYn > N => |a, — 1| < €, lo que significa:
€
lim a, = 1.
n—oo
. ; 3n?+1
b) Procediendo en forma andloga y notando que b, = T 1 tenemos
n [R—
3n*+1 3 8
que 52271—1 — 5’ = m; sea dado € > 0, de aqui se obtiene
8 1 1 /8+5 1 /845
n2>2—56+g; n>g —; g;haciendoNZE t 6setiene que
3
Vn>N, bn—5’<€

Por ejemplo si ¢ = 0.02 = N = 4, y todos los términos de la
sucesiéon empezando en el quinto , estan contenidos en el intervalo

(2 ~0.02, g + 0.02) = (0.58, 0.62).



Luis Zegarra. Sucesiones. Limite de una sucesién 4

2. Demostrar que L = 0 no es el limite de la sucesién cuyo término general es

_n—l

an_2n+5'

Solucidn.

N6t noloolo P2 s L v st cont | valor ab

otese gque — = — n con 10 que e alor abp-
e s m+5| " 10° que el v

1
soluto de la diferencia permanece mayor que el nimero constante 10’ por lo

1 1
tanto existe e > 0; ¢ = 0 tal que: |a, —0| > T mantiene cierta Vn > 1.

Asi esto es suficiente para demostrar que L = 0 no es el limite de la sucesiéon
en cuestion.

1
3. Demuestre aplicando la definicién de limite que lim — = 0, donde r =
n—oo N

1
-, q€N.
q

Demostracién.

1
Por demostrar que (Ve > 0)n € N tal que n > N = ‘T‘ < ¢ (ya que el
n

limite es nulo), en efecto:

Sea ¢ > 0, (por propiedad Arquimediana) existe un N € Z* tal que

1\ 1\ 1 1\
N> (=) luegpp n>N=n>|-] = -—<e! = [([—-] <
€ 5 n n

4. Si|r| < 1, demuestre que lim nr™ = 0.
n—oo

Demostracion.

1
Considerando el caso 0 < r < 1; h = — =1 > 0y como (1 + h)" =
r

-1 -1 1
1+nh+n(n2)h2+--- > 1+nh+n(nQ)h2; ahora (14 h) = —, luego:
T
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n
— 1
<> Zl—I—nh—i—n( 5 >h2:>0<7“”< nn =)
" Lt nh+ == h?
= 0<nr" < Z(n 0 como lim ? Dn =
_ s _
Lt nh+ == h? Lt nh+ = h?
1
lim n = 0. conloque lim nr* =0
n—oo 1 h  h® h? h? "’ n—00
n2 ' 'n 2 2n 2
(sandwich).

(Considere Ud. los otros casos).

5 Dada 1 ., L 5 5 9 9 13 13 B ‘ térmi
. Dada la sucesiéon —, —, —, —, —, —, — .-+ Encuentre su término n-
5710715720" 25730 35’
ésimo a,, y demuestre por definicién que su limite es 2/5.

Solucion.

2n + (—1)”'

Observemos que a, = 3
n

Sabemos que a,, tiene por limite ”L” sii (Ve > 0)(n € ZT)(Vn > N)(|a, —
Ll <e).

Por determinar N tal que n > N, dado £ > 0, como:

2n+ (=1)" —2n
on

5n 5

5n 5n

2n + (—1)" 2’ B

_ ‘<—1>”

2
Ay, — —| =
"5

1 1
con lo que B <eg=n> B luego estamos preparados para la prueba
n €

formal 1 . 5
AN = — — n— = .
(Ve > p)EN = )(Fn > =) (lan — 2| <)

6. Demostrar:
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a) m ¢m=1  b) lim —=0,n>1 ¢ lim = =0

n—o0 n—oo @ n—0o0 1.
Demostracion.

a) Como {/n > 1, tenemos ¥n = 1+ h(n), h(n) > 0, entonces n =
1 1
(1+h(n))™ > 1+nh(n)+ in(n —1)h3(n) > in(n —1)h?(n) de donde
2
obtenemos 0 < h%(n) < ——por el teorema del sandwich resulta que
n —_—
lim h%(n) = 0 = lim h(n) = 0; luego lim ¥n = lim (1+ h(n)) =
lim 14 lim A(n) =1

b) Propuesto

¢) Sea un numero natural k£ > 2a. Entonces para n > k

a _a a ﬂf(ﬁ‘l a) a a a
nl 1 2 n  \1 2 E/\k+1 k+2 n

1 n—k 1 n 1 n

entonces para n suficientemente grande, tenemos:

1" < ° lo tanto 2 < {
- — or 10 tanto —_— 3 asl :
2 (2a)k’ P n!

7. Determine el lim (vn+ 1 — /n)

Solucion.
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{’/(n+1)2+ §/(n+1)n+ W}
(/(n+ 12+ Y/ (n+ 1)(n) + Vn?)

1) — 1
a?’l: (n+ ) " =

(/(n+ 12+ ¥ (n+ 1)n+ Vn?) ({’/(n+1)2+{’/(n+1)n+{‘/n7);
como {/(n+1)24 /(n+ D)n+ Vn2 > Vn2+ Vn2 +Vn2 luego

an = (V1= ) = (V1 - /) -

1
< .
ap < 3\3/7?, entonces :
1 1 1
< < — /I —_— Y = — ’[“ _— =
0 = 0n = 3 3 n2 pero nh—>oo 313/77/2 3 nh—>oo n2/3 0

con lo que lim a, = 0.
n—oo

nmw
n + sen 5
—— =~ "encuentre el lim a,.

8. Sea la sucesién determinada por a, =
2n +1 n—00

Solucion.

Sabemos que —1 < sen (%) <1, Vn =

nm
n—1 n—l—sen<2><n+1

nm
—1< <7)< 1= <
noisndsen ) snd m+1- 2+l  —2n+l
pero como:

1

oon—1 = Con+1l 1
lim = lim =— y lim = —, tenemos que:
n—oo2n+1 n—ooo 1 n—oo 2n + 1 2

nm

n + sen <7> 1

A T

9. Demuestre que la sucesion siguiente es convergente y encuentre el limite

V2, V24 V2, 24+ V2+ V2,
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Demostracion.

La sucesién estd definida por an,4+1 = /2 + a, con a; = V2.

Demostraremos por induccion, que a, < an11, en efecto:

1) Paran=1,a; = vV2 < V2+ V2 =ay = a1 < as.

2) Hipoétesis inductiva, para n = k; ap < ap41.

Por demostrar para n =k + 1, o sea ax41 < ap+2, en efecto:

como ax < Agr1 = A +2 < a1 +2 = Var+2 < ag1 +2 =
ap4+1 < ag42, luego la sucesién es mondtona.

Ahora demostraremos que la ecuacién es acotada, por induccién, que: a, <
2, Vn.

1) Paran=1,a; = V2 < 2,

2) Hipétesis inductiva, para n = k; a;, < 2, por demostrar paran = k+1,
o sea apy1 < 2, en efecto, como: ap < 2= ap+2< 4= a, +2 <
2 = ap+1 < 2, luego la sucesion es acotada, luego es convergente y
tiene limite.

y _ _ : 2 _

Sea nh_}rr;o a, = L y como a, = /24 ap_1; elevando al cuadrado a; =

2 + a1, tomando limites podemos escribir lim a? = lim (2 + a,_1), 0
n—oo n—oo

sea [2 =2+ L = L; =2, Ly = —1, la rafz negativa no sirve en este caso
ya que a, > 0. Por consiguiente lim a, = 2.
n—oo

10. Si 0 < a < b, demostrar que la sucesién a,, = v/a™ + b™ tiene como limite a
” b’? .

Demostracion.

Como " < a™ + b = Vb < Yam + " = b < Ya" + bo*
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11.

12.

Como a < b= a"+b" < b 4+ b = Ya"+0" < V20" con lo que
nos queda b < Va” 4+ " < b?/ﬁ, como lim b2 = b lim \"/iysi a >

n—oo n—oo
0 lim {/a =1 (demuéstrelo), tenemos lim ¥/2 =1, luego b lim V/2 = b,
N—00 n—o00 n—00
entonces lim va" + " = b (Teorema Sandwich).
n—oo
Calcular el limite de la sucesion
1 2 3 n
an:ﬁ+ﬁ+ﬁ+“‘+?'

Solucién.

1
an:$(1+2+3+-.~+n):— =

n? 2 2n
1+ L
1 . 1
liman:lfmn+ = lim —2 =—
n—o00 n—o00 n n—00 2 2
Calcular:
" 1 & k
W) M gy DD
k=1 k=1
Solucion.
n n n
1 1 1 1 n
3)27: - — — =1 = ——, luego
k:1k(k+1) k:lk k:1k+1 n+1 n+1
n
lim # = lim (L lim —— =1, andlogamente para:
n—00 k(k + 1) n—oon + 1 n—00 1 ’ & b ’
k=1 1+ —
n
n n n n
k k+1-1 k+1 1
D I B e B D B
| | | |
— (k+1)! — (k+1)! — (k+ 1)! — (k+1)!
1 Z”: 1 1
=2 (k+1)! (n+ 1)!

Sucesiones. Limite de una sucesiéon 9
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n

k 1 1
lim ——=lm([l-——— | =lm1— lim —— =1
niw; (k+1)! oo ( (n+ 1)!> oo oo (n+1)!

13. Calcular el limite de la sucesion

—log (14— ) +log (14— ) 4t log (14—
n =109 1.3) " 2.4 °9 n(n+ 2)

Solucién.
Observemos que

n

(k+2)+1 (k + 1)2
a”_zlog<1+ k:+2> Zlog( k(k + 2) > Zl k(k+2)

k=1

n n

[log(k +1)* —logk(k +2)] = Z[2log(k + 1) — logk — log(k + 2)]
k=1 k=1

z”: 2log(k+1) — 2”: logk — ilog(k +2),
k=1 k=1

k=1

de donde aplicando la propiedad telescopica y simplificando:

1
an =logl+log(n+1) —log(n+2) = log2 + log%;
n

lim a, = hm log2 + hm log
n—oo — 00

=log2 +log lim =
n—oo
=log2 + logl = log?2

(Por continuidad de la funcién logaritmo).

14. Encontrar el limite de la sucesién

Tl
n24+1 n?24+2 nZ+n

ap —
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Solucién.

Tenemos dos sucesiones auxiliares tal que aj, < a, < aj,.

Sean

, . on n noo_. n B n?

" n24n n24n n2+n n%+n n2+n

2

" n n n n n

n= 3 7 T e T 2 = ri1
n“+1 n*+1 ne+1 ne+1 ns+1

como

lim

= 1’ —_—
n—oo n2 +n nLH;O 1+1/n Y

, n? , 1

nh—>Holon2+1 :hml—i—l/n2 N
tenemos

lim a, = 1.
n—oo

15. Calcular el limite de la sucesion
= ! + L + + !
"z r1l Vn2t2 vn2+n

a

Solucidon.

Tomemos dos sucesiones auxiliares, tal que a}, < a, < a, luego

Sean
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, 1 1 1w
an_\/n2+n+\/n2+n+“‘+\/n2+n_\/n2+n
1 1 1 n

como

"oVnZ+1 Vn2+1 VnZ2+1 Vn2+1

n 1
n—oo\/p24+n  n—ooo /14 1/n Y
Ii " I ! 1
im — = 1lfm —— =
n—00 "712—1—1 n—00 /1+1/n2
entonces tenemos  lim a, = 1.
n—oo
16. Encontrar el limite de la sucesién
1 2 n

an:n2+1+n2—|—2+.”+m

Solucién.

Tomemos dos sucesiones auxiliares tal que a!, < a,, < @, luego
n n no

Sean

, 1 2 n
al = =

" nZ4n n?4n n2+n

1 (1424 +n) 1 nn+1) 1
n2+n n%+n 2 2
all = 1 + 2 + -l-in =

"op241 n24+1 n2+1

1 nn+1)

n2+1(1—|—2+3+---+n):n2+1 5 como:

12
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I /_1, _ 1§ //_1, ].’I’L2+TL_

noeo Tl T Y GBS T B 1 T
1

1 I+

Z lim —n1 _ —
2 oo 1+ 1/n2 2

1
entonces tenemos: lim a, = =
n—o00 2

17. Hallar el limite de la sucesiéon 0.2, 0.23, 0.233, 0.2333, ---

Solucion.

Observemos que n-ésimo término viene dado por: a,, = 2 x 1071 +3(1072 +
1073 +---+107") dentro del paréntesis tenemos la suma de (n—1) términos
de una P.G. de razén 107!, luego

1—10"(n=1) 1 10
n:2 1 -1 1 e — =2 1 -1 — 1=
a x 10 +3<0 oot ) % 10 +3[90< 10n>}

— —2><10—1+1 11 — i = lim 2 x 107!
tn = 30 3107 amee TN

1 1 1
+ lim — — =1

im —
n—oo 30 3 n—oo 107

2 1 6+1 7

lim a, = —

n—o0 10 30 30 30
n—1
18. Probar que S, = Z 71 convergente.
k=0
Prueba

Demostraremos que es monétona y acotada

1 1 1 1 1 5
:@:1;52 +==283=—+—+7=2+-=—

S = — _— =
! ol 1l o1 2 2

-+ Observando que S,, = S,—1 + ;= Sn > Sn_1, es mondtona

(-1
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creciente.
S—l+1+1+ ST SN
] 2! (n —1)!
Sl+1+1+1+1++iz>
o 1 1.2 1-2-2 1-2:2-2 on—2
1 1 1
Sh <1—|—@—|—2—1—|— —|—2n_2 (Suma de una P.G.)
1n—1
- (3) 1
S—n<1+171<1+71:>Sn<3,luegoesacotada.
1—= 1—=
2 2

Por ser acotada y mondtona es convergente.

n! . o
19. Demostrar que a, = — es convergente y tiene limite.
n

Demostracion.

La sucesién es decreciente. En efecto,

(n+1)! n! n! n" n"

T D T ek ) o (nt )t (nt 1"

nTL
como —— < 1, apt1 < an.

(n+1)"

Entonces, al ser a,, > 0, la sucesién esta acotada inferiormente por L. De
inmediato L = lim a, > 0. Demostraremos ahora que L = 0. En efecto:

n—oo
1n 1 n 1 n 1
(nj;n) :<”Z ) :<1+n> 21+n-5:2,lueg0
n" <1 <
0 = a — Q.
(nt1e S22 7 IS g

1
Pasando el limite, obtenemos L < iL que,junto con L > 0, nos lleva a la

conclusién L = 0.
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2ap + an-1

20. Seaag=0,a1 =3y an+1 = 3

, calcule el limite de a,.

Solucion.

Escribamos algunos términos de la sucesién:

apg =0 de donde ag—a; = -3
(11:3 al—agzl
1
a2:2 ag—agz—g
7 1
asz = - asz — a4 =
3 3 3 4 32
20 1
as = — as — a5 = ——3
4 9 4 5 33

1
(p—1 — an = (_1)n_13n—2
y sumando obtenemos:
1 1 1 1
\" \"
—— 1 -1 —— ] -1
3 ) ) 3 9
—a, = —3 i — lim an:3hm74 = -
_1 n—00 4 4
3 3
21. Demostrar que la sucesién cuyo término general es
_ ! + ! + ! + -t !
AT PR R | nt1

es convergente.

Demostracién.

15
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La sucesién {a,} es creciente ya que

An+1 = Qp + = Apy1 > Apn, N

gntl 41

Ademsds estd acotada superiormente ya que < — para cualquier n, y

qn 41 " 4n

L + L +ot L <1+1+1+ +1
a = — p— —_ _ —_
T4+ 1 0 4241 qn 41 4 42 43 4n

por lo tanto, la sucesién es convergente.

22. Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

a) a, = M
n
b) [x] + [22] + [37] + [2n]
2
n
Solucién.
a) De inmediato nz —1 < [nz] <nzx =z —— < na] } < x de donde por
n n
el teorema del sandwich: lim M =2z
n—oo n

b) Andlogamente: Z(kaz -1)< Z kx] S kx de aqui
k=1 =1 =1

ka—Zl<Zkzm <z k::>xn(n;—1)—n<zn:[k‘x]
k=1 k=1

k=1 k=1

3

1 1 1 _ 1
2 2 n n n2 2 n
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T
tendiendo al limite resulta —.

23. Demostrar que la sucesion: \/a, \/a ++/a, \/Ja+\/a++/a, -,
1 1
\/a, ++v/a+ -+ y/a (nradicandos) con (a > 0), tiene el limite 5—&—\ / 1 + a.

Demostracién.

Demostraremos para a,+1 = /an + a, por inducciéon que

I) ap < aptq (creciente) y 1II) ap <a+1,Va >0 acotada

I) Paran=1,comoa>0,a<a++a= Va<+a+Va= a; <ay
Suponiendo que a, < apt1 = a+ < ap < @+ Apt1 = Va+ay <

VO T+ Gpp1 = Gnpt1 < Apy2

) Paran = l,a < 2a,a > 0 <= a < 2a < a®>+2a+1 < a <
a+1l=—= a1 <a+1

Suponiendo que a, < a +1 <= a, +a < 2a+1 < (a+1)? =

Va, +a<a+1.

Luego por I) y II) la sucesién tiene limite, sea este [ por tanto:

lim a, =1 = lim apy1 y cOMO apy1 = an+a<:>a721+1 =a,+a
n—oo n—oo

perol >0

1++v1+4a
2

14++/1+4a
-

lfim ai+1zqgingo(an+a)<:>l2:l+a<:>l:

n—oo

por ser una sucesion de términos positivos = [ =
1 n
24. Demostrar que la sucesiéon a,, = (1 + ) es convergente.
n

Demostracion.

n
1
Por el teorema del binomio, n € N; (14 z)" = (Z) 2¥; hacemos z = —
n
k=0
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y queda,
1\" < /n\ /(1\F 1 nn-1)1
= 1 _— = _— pu— 1 —_— —_— DR
fin ( * n) — (k) (n) L TR A
nn—1)---11
* n! nn

T Lo .11 1
i <141+ttt S <lhld ottt g =

1
2+<1—2n_1):>an<3:>2§an<3:>an
es acotada.

Ahora vamos a demostrar que es estrictamente creciente, como:

1 R 1
MA. > M.G. —— (Hn)HHZi +(1+2)+1 S n+1/(1+ %)n

a+H+1 ntl
e +,1/(1+%)”<:><1+n$1) > (1+ 4"

= apy1 > ap

luego, a,, es mondtona creciente y acotada por tanto tiene limite que
se acostumbra a denotar por e, donde e = 2.71828. - - y entonces

1 n
lim (1 + > =e
n— o0 n

25. Siap+ a1 +az + -+ ap = 0, demuéstrese que

Jirgo(ao\/ﬁ—i—al\/n—i—l%—~--+an\/n+p):0
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Demostracion.

Sea

b, =agy/n+avn+1+---+apy/n+p=

e oo i)

y como ag + a1 +az +---+ap =0, entonces :

1 D
L+= =1+ H4ap|/1+=—1
n n

bn:\/ﬁ<a0ao+a1

de donde

/ 1
]bn\:\/ﬁ<\a1] | 1+E—1 +
\/1+E§1+§,Vk luego:
n n

bal < ﬁ(!all

| ap

1+p—1‘> , pero
\/ n

1
‘ + -4 |ap‘ ‘p’) , SiA:max|ai’7
n n

7::1,"'7])

1 2 1
]bn\S\/ﬁA<n+n+...+p> _ Vel

n n 2
1) 1
Cn :Ap(p;_)\/ﬁ y como
1
lim ¢, :AZM lim — =0 y 0<|b,] <e¢, entonces
n—00 2 n—00 f

lim |b,| =0, pero — |by| < by, < |by], finalmente lim b, =0

n—oo

1 n
26. Demuéstrese que para a, = (1 + k> , tenemos lim a, = 1 para k > 1,
n

mientras que a, — oo si k < 1.
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Demostracion.

1\" 1
n n n

1 n
ii) Para k > 1. De inmediato 1 < <1 + k) , por otra parte
n

() =B () Ge) e G 57 ()

=0

+.._+”(n—1)--~2.1<1>n

n! nk

1\" n 1 (n=1) 1Mm-1)n-2)
<1+nk) :”nk[“m* R Tt S

_%11(TL"1)(”/"2)...1]

nl  nk nk nk

L N P 1
) Sl gttt

<14 Mlietgd b
st E et et T oo

1\" 2n 2
1+—) <1+—F=1+—F=—1 cuando n— o0
n n n

1 n
luego  lim <1 + k:) =1,parak >1
n

n—oo

3.5. Problemas Propuestos

1. Conociendo algunos términos sucesivos de una sucesion, escribir el término
general a,,.

2 5 10 17 26

93313 3
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T 1 37 1 hr 1 T
e) sen—, = sen—, — sen—, — Sen—,
22 23 24 2
1 1 1
1, -,2 2,3, -, 4,
f) 727 7373747 b
Respuesta.
1
2, —si n=2k-1
n
@) o b)
on — 2 n
si n=2k keZ"
n—+ 2
C) n[l_(_l)n] d) a1:17 CLQZ]_, an+2:an+an+1
1 T n+1 1
- 2—1% f 1—(=1)" 14 (=1)"
d) —sen |(2n —1)3 ) = (CDY sl (1)

2. Usando la definicion del limite de una sucesién, demostrar que:

An +1 22 1
a) lim - o b) lim o~ ==
n—oo 2n + 1 n—oo 2n2 — 9 2
341
¢) lim >~ — 1 d) 1fm 2V7 = oo
n—oo 3N n—00

3. Si|r| < 1, demuestre que lim " = 0.
n—oo

1 1
4. Ocupando que lim — =0;sir = —
n—oo N’ q
1
induccién en p, que lim — =0sir

n—oo N’

5. Demuestre que si |r| < 1 entonces lim n*™ = 0.
n—oo
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6.

10.

11.

. Demuestre que lim (vVn+1—+/n)/n+ 5= 3
n—oo

Si a > 0, demuestre que lim {/a = 1.

n—oo

Demuestre que la sucesién v/2, \/2\/5, \/ 2\/2\/5, .-+ es convergente y en-

cuentre su limite.

o1 .
. Dada la sucesién -, —, —, —, —, —, —, --- Encuentre su término n-

7147 217 287 35’ 422’49’

ésimo, a,,, y demuestre que su limite es -

Respuesta.
2n4+(=1)"
n = 7(n :

1 1

Usando s6lo la definicién de limite y las propiedades bésicas de los niimeros
reales (incluyendo la propiedad Arquimediana), probar:

a) lm vn+30(V4n + 14 —V4n) =7

n—oo

b) lim mt_; (1000 — k) = 0.

Calcule cada uno de los siguientes limites y justifique ampliamente sus cédlcu-
los en términos de los teoremas bésicos sobre limites o de ejemplos resueltos
en este capitulo.

22
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12.

13.

14.

3

3 n’°—1 3 n cosn
L e S b) Mim e o

L, 2"+1 , g k
) D i ) ol <1)

n

, k2 . /nsenn!

) Jim ) s DT

3 2
g) lim ¥a" +a"(a > 0) h) lim ( o " >

n—oo n— o0 2n2 —MNn B 2n+ 1

Respuesta.
a) b) 0 c) 1 d £ e s
£)0 g) si a > 1 el limite es a. SiO<a<1elh’mitees%
h) 1
. . . 1
Considere la sucesiéon definida por a1 = 3, apy+1 = 3 <an — > demuestre
Gnp
que esta no es convergente.
n
Demuestre que: lim — =0
n—oo n!
Calcule los siguientes limites:
n n
a) lim ( n ) b) lim (cosg)
n—oo \ n 4+ 1 n—00 n
¢) lim (Vn24+n+1—+vn2—n+1) d) lim vn
n—oo n—oo

3

n+/n+vn

Respuesta.

Sucesiones. Limite de una sucesién 23
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15. Un capital inicial ¢ es colocado al 100 % de interés anual. Hallar el capital
final después de t anos, suponiendo que los intereses se van agregando en
todo instante. (Sugerencia: Divida el tiempo total en n periodos iguales,
a cada uno de los cuales rige el interés simple. Después haga crecer n in-
definidamente).

16. Encontrar el limite de la sucesién:

1 2 n
" oavnZ+1l nvnZ+2 nvn?+n

a

Respuesta.

N[ =

17. Calcular:

) a
a) lim sen—
n—00 n

1 1 1
b) lim ay, a, = Arctgi + Arctgg + ot Arctg2—n2

n—oo
Respuesta.

a) =0 b)

NS

18. Encuentre el limite de la sucesion definida por:

ap =0, a2=1,--,an = §(an71 + an_2).

Respuesta.

2

3

19. Calcular el limite de la sucesion, definida por
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1 1
a) a1 =ai, ay = ag, az = g(az +2a1), -+ ,an = g(anq + 2a,-2)
1

b) log(bny2 = g[log(%n) + log(bp+1)]

Respuesta.

1
1 (3 log (b1) +2log (b
a) 5(3a1+2a2) b)e5( 9(1) 9(2))

20. Mediante el teorema del binomio, demuéstrese que para cualquier o« < 0
(fijo) y k € Z, se cumple que:

k
lim — =
n—oo (14 a)”

21. Demuéstrese que:

1 1 1
Im (—+ ——+ - +— | =0
n—><>0<\/ﬁ vn+1 \/2n)

22. Sea a, una sucesion tal que la sucesién b, = pa,, + ga,+1; donde |p| < g, es
convergente. Demuéstrese que a,, converge. Si |p| > ¢ > 0 demuéstrese que
ay, Mo converge necesariamente.

23. De las sucesiones siguientes, ;cudles son acotadas?, jcudles son mondétonas?,
jcudles son convergentes?.

_1n+1
a) a, = (—1)"*! b) an:( )
n
1+ (-1)» 5n?

¢) an=—> Yan =173
e) a, = Ver + 1 f)an:M
n

~ k 11



Luis Zegarra. Sucesiones. Limite de una sucesién 26

Respuesta.

a) Acotada b) Convergente c) Convergente

d) Acotada y convergente e) Acotada y convergente f)Acotada (z real
cualquiera)

g) Monétona h) Convergente.

2

_an

Gn

24. Demuéstrese que la sucesion a,, definida por apy1 = an + donde ag

es cualquier ntimero mayor que 0, converge a: v/2.

25. Si a1,b; son numeros positivos cualesquiera y a1 < by, se define as =

a1 +b an—1 + bp— ,
vaiby, by = ! 1,~~- , Ay = \/Apn_1bn_1, by = Il TPl Demuéstrese

2 2
que:
a) La sucesién aj,ag, - - , converge
b) La sucesion by, be, - - , converge

c¢) Las dos sucesiones tienden al mismo limite.

26. Demuséstrese que el limite de la sucesién

1
=+ 4o —
n n+1 +2n

1
existe. Deduzca que: — < lim a, < 1.
2 n—o00

27. Sia, >0y lim Gntl _ L, entonces lim a, = L.

n—oo  (, n—00

28. Calcular los limites de las sucesiones siguientes:
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nn

a) an = ¢n  b)ay=nTEnt o) an=§ <”'>

Respuesta.

a) 1 b) 1 c)é

29. @) Sinrecurrir al teorema del binomio (problema resuelto 24) demuéstrese
1 n 1 n+1
que a, = <1 + ) es monoétona creciente y que b, = <1 + )
n n
An+1 n

y
Qnp bn+1

es monétona decreciente. (Ayuda: considere y apliquese

(1+2)k > 1+kx, 2> 1).
b) {Qué nimero es mayor: (1000000)1909000 ¢ (1000001)%99999?

Respuesta.

1)t \" 1
b) Nétese: % = <1 + ) << 1, Vn.

n n n+1 n+1

30. a) A partir de los resultados del problema (29), demuéstrese que:
<ﬁ>n <nl<en+1) (ﬁ>n
e e

‘ n\"
b) Para n > 6, demuéstrese n! < n (—)
e
31. Demuestre que la sucesién

1+1+1+ +1+
2 3 n

no tiene limite.

32. Demuestre que para cualquier x racional, x > 0

e’ = lim <1+£)n
n

n—oo



