Capitulo 2

Funciones Reales

2.1. Generalidades

Suponemos que el lector trae consigo la nocién de funcién general, es decir, haciendo
un resumen:

Sean A y B conjuntos cualquiera, entonces f : A — B, es una correspondencia en
virtud de la cual a cada elemento de A viene asociado un elemento de B y sélo uno.

Six € A, el elemento de B asociado con z se representa por f(x), (y(z), F(x),G(z),...)
y recibe el nombre de imagen de x segin la funcion f.

El conjunto A se llama dominio de la funcién
domf={reA|JyeB:(x,y) € f}

Aquellos elementos de B que son imagenes de al menos un elemento de A, consti-
tuyen el recorrido de la funciéon

recf={yeB|3xeA:(z,y) €[}

El recorrido puede o no ser B completo; en caso de que lo sea se dice que f es sobre.
(rec f = B).

La funcién serd uno a uno si todo elemento del recorrido es la imagen de un solo
elemento de A.

Si f es uno a uno y sobre, se define una nueva funcién f~!, llamada inversa de f,
como la funcién de B a A que tiene la siguiente propiedad: La imagen f~'(y) de
un elemento arbitrario y de B es el elemento univocamente determinado en A cuya
imagen bajo f es y, luego por definicién V y € B : f(f'(y)) = y, reciprocamente
VeeA: f71(f(z)) ==

Nétese: dom f~'=recf vy recf ! =domf

En los siguientes parrafos consideraremos las funciones reales de una variable real
(funciones reales), es decir, f : A — B siendo A y B conjuntos de nimeros de reales.

17
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En la notacién funcional y = f(z), que es lo mismo que (z,y) = f, se conviene que x
recibe el nombre de variable independiente e y el de variable dependiente, diciéndose
que y es una funcion de x.

El grdfico (o grafo) de la funcién f en el sistema de coordenadas rectangulares XY
es,
Gr=A{lz,y)|zeAy=flz)}

Puede considerarse que el mismo conjunto de puntos forma el grafico de la funcién
inversa (si ésta existe) y, mds adn, que ésta viene representada por la ecuacién
x = f~!(y). Ahora si queremos reservar la letra z para la variable independiente
(a su vez la "y’para la dependiente), la inversa de f vendra representada por la
ecuacién y = f~1(z).

En tal supuesto, la gréfica de f~! resulta simétrica respecto a la recta y = z de la
grafica de f.

Dadas f y g dos funciones reales!; se define la suma, producto y cuociente como:

(f £9)(x) = f(z) £ g(x); (f g9)(x) = f(x)g(w)
f(@)

con dom(f + g) = dom f - ¢ = dom f N dom g, anélogamente,(g)(x) = 4> con

domg = dom f Ndomg, en que 0 ¢ recg.

Finalmente, la funcién compuesta de dos funciones g y f, en las que el recorrido de
g esta incluido en el dominio de f, se define como la funciéon cuyo dominio es el de ¢
y tal que la imagen de un elemento arbitrario en dicho dominio es f(g(x)), es decir:

(fog)(x) = f(g(x)).

Se dice que:

1. fy g son iguales si y sélo si dom f = domgy f(z) = g(x).

2. f es una restriccion de g si y sélo si dom f C domgy f(z) = g(x).

2.2. Propiedades

Una funcién f definida en un conjunto A es mondtona si no tiene oscilaciones, es
decir, si al crecer x los valores de f(x) siempre crecen o siempre decrecen.

f es no decreciente en A (respectivamente, creciente, no creciente, decreciente) si
Vxy,09 € A, 21 < 29 = f(21) < f(22) (respectivamente, f(x1) < f(xq), f(z1) >
f(z2), f(x1) > f(x2)), notemos que las funciones que cumplen cualquiera de estas
cuatro propiedades son mondétonas.

Se dice que una funcién f esta acotada superiormente (o inferiormente) en el conjun-
to A si existe un nimero M (6 m) tal que f(x) < M,Vz € A(6m < f(z),Vx € A).
Se dice que f esta acotada en A si estd acotada superiormente o inferiormente.

'En lo sucesivo, a menos que se indique lo contrario, las funciones que consideraremos seran
reales.
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Se dice que una funcién f es periddica si existe un nimero 7" > 0 tal que f(z+7T) =
f(z) ¥ x € dom f (nétese que (x + T') € dom f). El menor nimero 7" se llama
periodo de funcién f.

Se dice que una funcién f toma el valor mdzimo en el punto xy € dom f si f(zg) >
f(z), ¥ x € dom f, y el valor minimo si f(xo) < f(z), ¥V x € dom f.

Se dice que f es par (simétrica con el eje V) si f(—x) = f(x) y que f es impar
(simétrica con el origen de coordenadas) si —f(—z) = f(x).

Al estudiar el comportamiento de una funcién (por el momento) es aconsejable
determinar por lo menos:
1. El dominio

2. Raices y signos (los ceros de f, y para que valores de x, f es mayor o menor
que cero, es decir, las famosas ecuaciones e inecuaciones).

3. Simetrias (si f es par, impar o periddica).
4. Si f estd acotada y valores extremos de ella (en lo posible).

5. Comportamiento de f para valores extremos de x (+00) y en las fronteras de
su dominio.

Notas.

1. Notese que 1,2, 3,4 y 5 no agotan el analisis de una funcién, pero son mas que
necesarios, mas adelante se aumentara su ambito. Se aconseja al lector que
para construir el grafico de una funcién f siga a lo menos los cinco pasos antes
mencionados.

2. Solo a modo de comprobacién de sus resultados debe comparar con los de
una calculadora como TI89, Hp49Ex, Casio 2.0, ... y similares o mediante un
software adecuado.
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2.3. Transformaciones simples de los graficos
Dado el grifico de y = f(x).

I. El grafico de y = f(x + a) se obtiene trasladando el grafico dado a lo largo del
eje X, |a| unidades en direccién opuesta al signo de a. (Figura 2.1).

Y oy=rem
y=f@&ta)
(a<0)
0 >
y=/f@&ta)
(a>0)

<|a|->=lal

Figura 2.1: Gréfica de y = f(z + a)

II. El gréfico de y = f(x) + a, se obtiene trasladando el grafico dado a lo largo
del eje Y, |a| unidades en direccién acorde al signo de a. (Figura 2.2).

by

\f\ y=fix)+a ; (@>0)
g

y=f(x)+a B (a<0) \)’Zf(x)

Figura 2.2: Grafica de y = f(z) +a
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III. El gréfico de y = f(ax), (a > 0), se obtiene comprimiendo el grafico dado
contra el eje Y en direccién horizontal a veces para a > 1y estirando el grafico
dado desde el eje Y en direccién horizontal 1 veces para a < 1. (Figura 2.3).

Ay

y=f(ax)
(0<a<1)

y=flax)
(a>1)

y=ftv)

Figura 2.3: Grafica de y = f(ax)

IV. Elgraficodey = af(x), (a > 0), se obtiene alejando el grafico dado en direccién
vertical (respecto del eje X) a veces para a > 1 comprimiendo contra el eje X
(es decir, verticalmente) * veces para a < 1. (Figura 2.4).

a

Ay

y=af(x)
(a>1)

y=af{x)
(0<a<l)

y=f(x)

Figura 2.4: Gréfica de y = af(x)
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V. El grafico de y = —f(x) es simétrico del grafico dado respecto del eje X,
mientras que el grafico de la funcién y = f(—x) es simétrico del gréfico dado
respecto del eje Y. (Figura 2.5 y 2.6).

Ay Ay
Y ¥ =) y =1
> X > x
y =)
Figura 2.5: Grafica de y = —f(x) Figura 2.6: Grafica de y = f(—x)

VI. El grafico de y = f(|x|), se obtiene a partir del gréifico dado de la siguiente
manera: para r > 0 se conserva el grafico de y = f(z), después se refleja
simétricamente esta parte conservada, respecto del eje Y, con lo que se deter-
mina el grafico de la funcién para = < 0. (Figura 2.7).

Ay

y=AlxD

y=fx)

Figura 2.7: Grafica de y = f(|z])
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VII. El grafico de y = |f(x)| se obtiene a partir del gréfico dado de la siguiente
manera: la porcién del grafico de y = f(z) que estd por encima del eje X se
conserva, y la parte situada por debajo se refleja simétricamente respecto del
eje X. (Figura 2.8).

Ay
Y=l
0 > X
y=x)

Figura 2.8: Gréfica de y = |f(x)]

2.4. Problemas Resueltos

1. Dadas las funciones f(z) = 2%, g(z) = 1 y h(z) = senz. Encontrar:

a) (f +9)(=2), (f 9)(5). (£)(5), (foh)(F) ¥ (goh)(5).
b) El dominio de f + g, goh, hog, gog y f’;h.

Solucion.

(goh)(%) = g(h(%)) = glsen T) = (F) = 2
b) dom f = (—o0,400) = dom h; dom g = (—00,0) U (0, 00), asi:

dom(f + g) = dom f Ndom g = (—o0,0) U (0, +00),

por otra parte recordando que dom fog = {z|z € domg A g(x) € dom f}

(1)

y que (goh)(z) = g(h(z)) = g(senx) =
Z}

#+ km, k €
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(hog)(x) = h(g(x)) = h(%) = sen L = dom hog = (—c0,0) U (0, 400)
(9og)(z) = g(1) = z, aparentemente V z € R, pero observando bien (1)
se tiene dom gog = (—o0,0) U (0, +00)

(F)(@) = 785 = ey = dom = {ale # b,k € 2}

z3senx

2. Dada la funcion:
2+1 si x<1
f(x): x2x—1 si 1l<zxz<3

seny/x sl x >3

Hallar: f(v/3); £(0); f(=2); f(1); f(\/loge?), f(9).

Solucién.
El punto v/3, cae dentro de (1, 3), luego:
ORI LI &
(V3 -1 2

Los puntos 0, —2 y 1 caen dentro de (—oo,1], luego: f(0) = 1; f(—2) =

(=22 +1=9y f(1)=13+1=2.
El punto y/loge? = /4loge = /4 cae dentro de (1,3), ast: f(y/loge?) =
f(2) = % = %; finalmente 9 cae en [3,400) luego f(9) = senv/9 = sen3 =

0,14112.
3. Dadas las funciones:

21 s <1
si x>1

f@) =le vy gle)= {

8= 8

Encuentre: (fog)(z) y (gof)(x)

Solucién.
2 <2
9 . o —1 s1 z2—12>0
flam=1) Igl{l—xQ si 2?2 —-1<0
A B I e
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Z (1) De(WHA@2)=z<-1z=1= (fog)(z)=2?—1

1
=z & (2) De(1)AN@B)=-1<z<1= (fog)(x)=1-—2?
-1 1
- (3)
-1 1
&ZZ= (4) Anélogamente de:
1
ZZz (5) @)y (B)=v>1e (fog)(z) =
0
= 6 Wy () =0
0

Resumiendo estos resultados, obtenemos:

|22 —1] si <1
1 siox>1

(fog)o) = {

T

Procediendo de igual forma para (gof)(z), se obtiene:

=1 si |z/<1

(QOf)(x):{ |%’ si 2| > |

. Un rectangulo de altura x se inscribe en un triangulo ABC' de base b y altura
h. Expresar el perimetro P y el area S del rectangulo en funcién de x.

Solucion.

X X
A z B

< b —

De inmediado P = 2(z+z), S
los ABC ~ DEC, se tiene: £ = =2 = » = (1 — Z)} con lo que:
1

P=2[z+ 01— S==2(1-5)b

. Un cono de radio = se inscribe en una esfera de radio r. Expresar el volumen
del cono en funcién de x.
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Solucion.

Sabemos que: V = %mz:?h y de la figura:
(h—71)*+ 2% =12 = h =71+ Vr? — 22 luego,
V = gma?(r +Vr? — z?).

Noétese quer < h <2rA0 <z <r.

6. Hallar los dominios de definicién de las funciones siguientes:

a) f(z) =

b) f(z)=vVa?—x—2+ 3+21I_m2

c) f(z) =+senz —1

d) f(z)= Arcsen*;2 —log(4 — x)

e) f(z) =log(senz)

1) £(@) = ta(% cos)

) (@) = y/sen(eonz) + Arcsen(142%)
h) flz) = —

%

Solucion.

a) Deberd cumplirse simultaneamente:
4—22>0
1—+vV4—-22>0

Resolviendo por separado se tiene: 4 — 2> > 0= (2 —x)(2+x) > 0

26

(1)
(2)
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— _'_ —
4 de donde: [—2,2] (3)
-2 2
Analogamente
Vi—22<1=24-2<1=23-22<0= (V3—-2)(vV3+2)<0
— _'_ —
_\/% \/%/ de donde: (—o0, —v/3] U [v/3, +00) (4)

Intersectando (3) y (4) finalmente obtenemos:

dom f = [~2,—V/3| U[V3, 3]

4 - 4
b) De igual forma: 22 —x —2 >0 . &
-1 2

— + —
y3+2x—2%>0 A/ AN
-1 3

de donde intersectando dom f = [2, 3).

¢) Deinmediato: senz—1> 0 = senz > 1 = dom f = {z|r = 2k7+ 7,k €
Z}

d) Se debe cumplir simultdneamente: —1 < %’2 <1A4—2x>0dedonde
0<z<4Nz<4=domf =]0,4)

e) senz > 0= dom f = (2km, 2k + 1)w), k € Z
f) cosx # +1 = x # km; dom [ = {x|z # kn, k € Z}

g) sen(cosz) > 0N -1 < 1;;”2 < 1, de donde 0 < cosxz < 1, pero —1 <

% < 1 solo admite x = +1 y como 0 < cos(+1) < 1 = dom f = {£1}.
h) Falta desarrollo

i)

22| 4206 22 < ay B2 >y

Si o= > () =
- +J\— V+

= [2—6,0) U[2 4 V6, +00)
2-v6 0 246

Si:r:QJr;‘;_x—2§0:>

+ =4
o 4 00, -2 — /Bl U (0, -2 + /6
W = (—o00 V6] U (0, -2 + V6]
Finalmente resumiendo: dom f = (—o0, —2 — /6] U [2 — v/6,v6 — 2] U
2+ /6, +00); z # 0.

j) De inmediato: —1 < ;5>— <1, como 4 — 2cosz > 0, V x, el problema

se reduce a

3

4 —2cosx

N | =

<1=3<4—-2cosx = cosx <

de donde: —g—r~|—2k:7r§:£§§+2k:7r, keZ
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k) De inmediato: Va2 +1>2zx+1,si2z+1<0=2 < —% la desigualdad
es cierta, ahorasi2z+1>0= 2 > —% se tiene 22+ 1> 4’ +4rx+1 =

- 4
z(3z+4) <0=—-3<2<0 /4
0

1
Lol

< x < 0; finalmente dom f = (—o00, 0], hemos unido los

S
con lo que: —3

resultados.

7. La funcién f(x) estd definida en [0, 1]. ;Cudles son los dominios de definicién
de la funciones:

a) f(senz)
b) f(2x+3)

c) f(a?)

Solucion.
Evidentemente las funciones dadas son funciones compuestas.

a) 0<senz <1=domf={z)2kr <2< 2k+1)m, kelZ}
b) 0<224+3<1=>-3<2r<-2=-2<ar< -1

"
) 0<2?’<1=22-1<0=(z—1)(x+1)<0 &%
1001
de donde: dom f = [—1, 1], nétese que se trata de f(z?).

8. Supodngase que f satisface f(z+y) = f(x)+ f(y) y demostrar que 3 ¢, tal que
flz)=cx,VzeQ.

Solucion.

Como f(xi+xo+...,2,) = f(x1)+ f(x2)+...+ f(x,) sean €N, f(n) = f(1+
I+...+1)=f()+f(1)+...+f(1) =nf(1l),seac= f(1), luego: f(n) = cn;
obteniendo f(0) se tiene f(x 4+ 0) = f(x) + f(0) = f(0) = f(z) — f(x) =0
y como f(z+ (—z)) = F(0) = f(&) + f(=2) = 0'= f(z) = —f(—z) en
particular para n € N : f(—n) = —f(n) = —cn = ¢(—n), luego se cumple
f(n) =cn, ¥V n € Z, ademas:
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9. Demostrar que:

a) La funcién f(z) =z + < es mondtona creciente en (—1, +00).
b) La funcién f(z) = 2® + x + 6 es mondtona creciente en R.

¢) La funcién f(z) = 1357 es mondtona decreciente en (1, +00).

Solucion.

a) Sea 1 < x; < x5 demostraremos f(z1) < f(z3), luego:

1 1_132-.%1

T T2 T1T2

CcOmo 1y To s%n m%yores que uno, se tilene T3 > 1, entonces:
2 — 11
< Tp—T1 = —— — < Tyo—T1
L2222 Ty T2
1

1
= 1+ — <29+ —
T T

= f(z1) < f(z2)

b) Sean xy > xy = x5 — x1 > 0, por otra parte:
f(xo) — f(x1) = o5 +x0+6— (23 + 21 +6)
= (2o — x1) (22 + Toxy + 22 + 1)

1 3
= (22— @)[(w2+ 521)" + ot + 1]

29

esta ultima expresion es mayor que cero, porque xo— 21 lo es por hipdtesis

lo que esta dentro del paréntesis cuadrado es también positivo asi:

flz2) — f(x1) > 0= f(x2) > f(x1).

c¢) Por demostrar que si xo > x1 = f(x1) > f(z2) para x1,x2 > 1, en efecto:

(ZEQ — 1‘1)(£L'1I2 — 1)

fln) =1 =S a s

lo que es mayor que cero porque xs —x1 > 0 por hipdtesis y como x; > 1

y xg > 1

= 2122 > 1; f(21) — f(22) > 0= f(21) > f(22).

Noétese que esta funcién también es decreciente para los © < —1.

10. Sea f una funcién impar o invertible, demuestre que la funcién f~! es también

impar.

Solucién.

Sea y = f(x), como

3=y == —fy) =—2 (1),
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ahora de

Il

|
=

8
~—~"

I
-
L
T
s

I
-

|
=
2

y=fz)= -y
pero por hipétesis
—fl@) = f(=2) = [ (~y) = F(f(~x) = —2
finalmente por (1): f~'(—y) = —f~'(y) lo que prueba de f~! también es

impar.

11. Grafique las siguientes funciones, mediante la pauta: Dominio, raices y signos,
simetrias, periodicidad, acotamiento, crecimientos, comportamiento de f por
valores extremos de z.

a) y=17°

b) Yy = 1—1202

C) Y= 1_,_1x2

d) y = méx(x, x?)

e) y=x—|z]

f) y=|senz|

g) y=x+1

h) Yy = x2x,1

i) y=ax°—1°

j) y = sen |zl

k) y = [z] ([z] es parte entera de )

y=zy1l—zx
m) y = +/cosx

n) y = Arccos(cos x)
Solucion.

o) f(w) = 1=

1) dom f = (—00,0) U (0, +00).

2) Raices = f(z) =0 = x = 1; signos: f(z) <0, Vx<OVaz>1ly
flz) >0,V0<z<l.

3) Simetrfas: f(—z) = == # f(x), no es par.

—f(—x) = HT‘” # f(x), no es impar, nétese que no es periddica.

4) 2Sean z1,T9 € (—00,0); Ty < Ty = Tg — ToTy < Ty — Tol] =
% —-1< x% — 1= f(21) < f(xq), luego f es decreciente en (—o0,0)
andlogamente para x1, x5 € (0, +00), ndtese que f no es acotada.

5) 3 Observemos que:

Siz — 400 = f(zr) — —L1
Siz — —o0 = f(x) — —1.

2Mi4s adelante con ayuda de la derivada, el estudio de los crecimientos valores extremos, con-
cavidades e inflexiones, serd mas inmediato.
32 — +oo0 significa: z tiende a m4s infinito (—: ”tiende a”).
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1l—=x
T

Figura 2.9: Gréfica de f(x) =

b) f(v) = 5=

1) dom f = (—o0, +00)
2) f(x) =0=x =0;signos: f(z) >0,V >0y f(z) <0,V az>0.
) f

3) f(=z) = =15z # f(z), no es par, pero —f(—z) = f(z) con lo que
si, es impar. (Simétrica con el origen de coordenadas).

4) Como (1—-2z)? >0 =2z <1+2*= o < 1, andlogamente
1+2)2>0=22r<1+2’= o > —1, ast:
—% <12 S % = f(x) esta acotada. Nétese que: —% constituye su

valor minimo y  su valor méximo, en z = £1 y (1, +00) y creciente
para (—1,1). No es periddica.
5) Observemos que:
Sixz — 400 = f(x) — 0"
Siz— —oc0= f(z) — 0"

Ay

x
14 22

Figura 2.10: Grafica de f(x) =
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¢) f(@) = 5
1) dom f = (—o0, +00)
2) No tiene raices y f(x) >0,V x € dom f,
3)
)

4

f(=x) = 52 = f(x), es por Simétrica con el eje Y. No es periddica.

Comol+2>0y1+a: >1= 1z <1setlene0<1+2§1con
lo que f(x) es acotada. Notese que 1 € dom f es su valor méximo
para x = 0 y que no tiene valor minimo, por lo que es creciente en
(—00,0) y decreciente en (0, +00).

5) © — oo = f(z) — 0

Ay
Jx)=
+ x?
0 » X
Figura 2.11: Grafica de f(z) = —
igura 2.11: Grafica de f(x) =
& 1+ a2

d) f(r) = max(z,z?)

1) dom f = (—o0, 00)

2) f(x) =0= 2z =0.Signos f(z) > 0, porque z? > x paraz < 0 V = >
lyaz>a?para0<ax<l1.

3) f(—x) = méx(—z,z%) # f(x), no es par y por 2) no es impar f(z +
T)=méax(x + T, (z + T)*) # f(z), no es periddica.

4) Andalogamente por 2., f es acotada inferiormente y/o su valor minimo
para x = 0 con lo que es decreciente para (—oo,0) y creciente para
(0, +00).

5) Siz — +oo = f(z) — +o0.
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fx)=max(x,x?)

Figura 2.12: Gréfica de f(r) = max(z, 2?)

e) f(z) = — x|

1) dom f = (—o0, +00).

2) f(x)=0=Vaz>0.Signos: f(z)<0,Va<0y f(z)=0,Vaz>0.
f(x) =2z siz<0.

3) f(—2) = —o — [s] £ f(x) no es par,
—f(=z) =z + |z| # f(x) no es impar.
fle+T)=a+T—|z+T|+# f(z), no es periddica.

4) Por 2) f es acotada superiormente y 0 es su valor maximo V x > 0,
creciente para (—oo,0) y nula para [0, +00).

5) Siz — —oc0 = f(z) = —ocoysiz— +oo= f(x) =0

Ay

Jo)=x-|x]

Figura 2.13: Grafica de f(x) = x — ||

) f(x) = |senz|
1) dom f = (—o0, +00)
2) f(x) =0=senzr =0 = = = km, k € Z. Signos f(z) >0,V z €
dom f.
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3) f(—z)=|sen(—z)| =| —senzx| = |senz| = f(z), es par.

4) Observemos que: 0 < |senz| < 1, es decir, f es acotada y tiene
maximos en x = 2km &+ 7, k € Z que valen 1 y minimos en x = k,
k € Z cuyo valor es 0.
Es periddica ya que |sen(x + T)| = |senxzcosT + senT cosx| =
|senx| = [cosT| =1AsenT =0dedonde T' = km, k € Z, k # 0 si
k=1= T = m periodo de f.

5) Six — +oo=0< f(z) < 1.

Ay

f(x)=|sen x|

Figura 2.14: Gréafica de f(x) = |senz|

9) flz) ==
1) dom f = (—00,0) U (0, 4+00)

2) No tiene raices. Signos: f(z) >0,V >0y f(z) <0,Vz <0

3) f(—x) = == # f(x), no es par, pero —f(—z) = =H = f(x)
luego es impar. No es periddica.

4) Investigando el recorrido y = % =222 —yr+1=0= 2z =

yi—ﬁyg_"*:ytzlzo:yg—zvyzz.
= rec f = (—00, —2]U[2, +00). Ademds, (z +1)? > 0= % < =2
Ve<0y(z—1?>0= 5‘1—“ >2,Vx>0,luego f no es acotada,
ademas —2 es su valor mdximo para = —1 y 2 su valor minimo para
x = 1, con lo que es creciente entre (—oo, —1)U(1, +00) y decreciente
entre (—1,0) U (0,1).

5) Six — f00 = f(x) — +oo, ademds obsérvese que como y = x + +
siz — d+oo = f(z)=ux
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Ay
y=x
J)=x+1
X 2L ////
il .
: 0, Z » X
2 a1 2
P
, ) 241
Figura 2.15: Grafica de f(x) =
x
h) f(z) = 25
1) dom f = (=00, 1) U (=1,1) U (1, +o0)
2) f(x) =0= 2 =0.Signos: f(z) >0,Va:-1<zx<0Vz >l
f(z )<0 Ve:z<—-1V0<z<l.
3) f(=z) = =% = —f(x) = [ es impar, simétrica con el origen. No es
perlodlca
, , 144/ 1+4y?
4) Investigando el recorrido ya? —x —y =0 =z = —5, » aparente-

mente y = 0 no pertenece al rec f, pero por 2) siz =0 = y = 0,
luego éste es un punto singular, yaquesi -1 <rx < 1=y =z =0,
pero si z — 400 = f(r) — 0" ysiz —» —o0 = f(z) — 07. No
estd acotada, puesz — 1=y - oo Az — —1 = y — Fo0.

5) Estudiado en 4).

f)=x Ay

x2-1

5 ] I >

Figura 2.16: Grafica de f(x) =
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i) flz) = 2% — 2?
1) dom f = (—o0, +00)
2) f(x) =0=2%(x—1)=0= 2 =0, z = 1. Signos: * f(z) <0,V
r<l1l; f(x) >0,Va>1
3) f(—x)=—a23—2?+# f(x) noes par, y —f(—z) = 23+ 2% # f(x) no
es impar. No es periddica.

4) En este caso por ejemplo, la naturaleza de los signos de f, es relevante
para el trazado de su grafica, conjuntamente con el ser un polinomio.
Podemos indicar ademds que para x = 0 = f(0) = 0 tenemos un
maximo y que entre 0 < x < 1 debera existir un minimo. Como
hemos indicado, este estudio mas adelante serda mas compelto.

5) Siz — +oo = f(r) — o0, luego f no es acotada.
Ay

fx)=x- x?

Figura 2.17: Gréfica de f(r) = 2° — 2°

j) f(z) = sen|z].
En este caso otra manera de trazar la grafica de f, es apoyarse en la grafica
de y = sen x por todos conocido, solamente para x > 0, y reflejar dicha
grafica respecto del eje Y, como lo indicdramos en la materia expuesta al
principio, por lo tanto:
dom f = (—o00, 00)
raices x = km, k € Z, es par, no es periddica, acotada, —1 < f(z) < 1.

4Ver Ejercicios de Algebra I, del mismo autor, solucién de Inecuaciones método de los puntos
criticos. Para el esbozo de la grafica de f, tiene importancia extraordinaria el asunto de los signos

de f.
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Jtx)=sen |x|

Figura 2.18: Grafica de f(x) = sen |z|

1) dom f = (—o0, 00). Nétese que [z] s6lo toma valores enteros, es decir,
es el entero que cumple: x — 1 < [z] <z, asi, si —1 <2 < 0= [z] =
—1si =2 <z < —1 = [z] = —2 andlogamente si 0 < z < 1 =
[] = 0,1 <z <2=[z] =1y asi sucesivamente. No es acotada ni
periédica y no es simétrica.

Ay
2 e—O
] o—O
0 ® t > X
-2 -1 1 2
/¢
e—o -2

Figura 2.19: Grafica de f(x) = [z]

) fz)=aV1—x
l)domf=1-2>0=2<1=domf = (—00,]]
2) Raices f(r)=0=a2y/1—-2=0=2=0Vr=1
Signos: f(z) < 0,Vx <0; f(xr)>0,Vz:0<xz<1.
3) f(—z) = —avI+z # f(z) y —f(—2) = 2vT+z # f(z) no tiene

simetrias. No es periddica.

4) Necesariamente f(x) tiene un méximo en 0 < x < 1, sea zg € [0, 1]
para el cual se tiene un méximo, f(zo) > f(z),V z, luego en (—oo, o)
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la funcién es creciente y en (zo, 1] es decreciente, entonces es acotada
superiormente.

5) Siz — —o0 = f(z) — —00, si & — +00 = f(x) no estd definida.

Ay

fx)=x/1-x

Figura 2.20: Gréfica de f(z) = zv1 -z

m) f(z) = +/cosx
1) dom f = cosw > 0= v € [-5 +2km, § + 2km], k€ Z
2) Raices = cosx =0= 1 =2kr+ 7, k€ Z
Signos, f(z) >0, siempre positiva 0 nula
3) Funcién par ya que f(— cos( = cosx = f(x) funcién
periédica, con periodo 27r

4) Por la naturaleza de cosz, esta funcién es acotada, 0 < y/cosz < 1
tiene maximo en x = 2km, k € 7Z que vale 1 y es minima para
r=2km £ 3, k € Z que vale 0.

Figura 2.21: Gréfica de f(x) = /cosz
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n) f(z) = Arccos(cosx)
1)
2)

dom f = (—00, 00), porque —1 < cosx < 1, V z.

Raices, f(z) = 0= cosx =1= = 2km, k € Z.

Signos, f(z) >0,V z.

Es periddica, con periodo 2w, por lo tanto, estudiémosla en el inter-
valo (0, 27], asi tenemos:

f(x) = T si 0<ax<m
)l 2r—2 st m<2<2m

la primera aseveracion es por definiciéon, en cambio para la segun-
da afirmacién. Sea 2/ = 27 — 2z, 7 < ¢z < 27 = 0 < 2 < 7
y f(z) = Arccos(cos(2r — 2’)) = Arccoscosa’ = 2/ = 2r —x y
asi sucesivamente para los demas intervalos.

3) Funcién par ya que f(—x) = Arccos(cos(—z)) = Arccos(cosx) =
f(x).

4) Observemos que 0 < f(z) <, luego es acotada. Maximos en (2k +
1)m, k € Z que valen m y minimos en 2kw, k € Z, que valen 0,
creciente en (2km, (2k+1)7), k € Z y decreciente en ((2k+ 1), 2km),
keZ.

Ay

Jf(x)= arc cos (cos x)

Figura 2.22: Grafica de f(x) = Arccos(cos )

12. Dada:
1 si r<—1
flx)=49 —2 si —1<z<1
—1 si rz>1

Determine: Arcsen f(x), f(senz), |f(x)|, f(|z|), f(logz), log f(x) y sus grafi-
cos respectivos.
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Solucién.

De inmediato el grafico de f, resulta

Ay
— v
N i
]
1| B i

Figura 2.23: Grafica de f(x)

5 st x<—1
2
Arcsen f(z) = ¢ Arcsen(—z) si —1<z<1 f(senz) = —senz, ¥V x € (—00,00)
-3 si x>1
Ay Ay
Arc sen f(x) f(sen x)

,,,,,,,,,, ™
| A s
- 1 2
‘ > X — : > X

| _T 0
_T | 2 T
L) S—

Figura 2.24: Grafica de Arcsen f(x)

Figura 2.25: Grafica de f(senz)
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1 si z< -1V >1 -1 si z< -1V >1
|[f(z)]=¢ —x si —1<z<0 flz| = x si —1<z<0
T si 0<z<1 —r si 0<z<1
Ay Ay
SxD
7777777777 e
i 0
: > X > X
-1 0 1 - 1
)] — T —
Figura 2.26: Grafica de |f(z)] Figura 2.27: Grafica de f|x|
1 si 0<z<el 0 s v < —1
—{ - i e l< = B
f(logz) log = st el sw<e log f(z) { log(—z) si ~1<z<0
—1 si r>e
Ay Ay
JL(x)

L)

Figura 2.28: Gréfica de f(logx) Figura 2.29: Gréfica de log f(x)
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13. Dada la funcion f cuyo grafico es

Figura 2.30: Gréafica de f(x)

Dibujar los graficos de: |f(x)|, f(|z]), f(z — 2), f(2 —
f@2x), fle+1), fA+35), 1+ fA+3), [T+ f(1+3)],

Solucion.

Notese que:

1 si oz <=2
) —(142) si —2<2<0
fa)=9 si 0<a<l1
r—2 si x>1

Construiremos directamente del gréfico dado, los graficos pedidos, haciendo
caso de la materia expuesta anteriormente en el punto 2.3.

Ay AV

el Vi)

1 \
0—\ —» X e/ ] ‘ > X

2l

Figura 2.31: Grafica de |f(z)] Figura 2.32: Grafica de f(|x]|)
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A v A v
Jx-2)
J2-x)

F ] I
oI L,
N2 3 4 o / y

v AN 3

Figura 2.33: Grafica de f(x —2)

A y
S(1x-2))
] L
1 2 3 /
a 1 > x
: 3 /4
i A BN 3

Figura 2.35: Gréfica de f(|x —2|)

Figura 2.34: Grafica de f(2 — z)

Ay
13)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L]
1 0 1 ‘2 ] > X
-4 -3 1 4
-1

Figura 2.36: Gréfica de f(g)
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Ay Ay
N H
Ny e
| 0 ? > X } ‘ L0 / > X
-1 1 ! 1 -3 2 3 1
2 :
iy
2 -1
J(2x) fot D)
Figura 2.37: Grafica de f(2x) Figura 2.38: Grafica de f(x + 1)
Ay Ay
f(1+§) f(1+§)+1
777777777777777777777 y E—
K 0 2/ 3
1 ‘ > X ; > X
-6 -4\. 6 2 0

Figura 2.39: Grafica de f(1+ g)

Figura 2.40: Gréfica de f(1 + g) +1
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Nota. Usted puede
obtener una férmula
explicita para cada una
de estas funciones grafi-
cadas.

Para el ultimo gréfico
seguiremos la siguiente
secuencia de graficos.
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A y
[/(x)]
2 -

@ PR

| -1 0o 1 |

T o = VaY > X
2 T2 3

, 1 A

Figura 2.41: Grafica de [f(z)]

Obtencién del grafico de: [f(x) — [f(5)]]
Ay Ay
Lf(5)]
D — L
e .
o 3 0 4 | > x
4 T6 8
-] © )
JoI-LA(3)]

Figura 2.42: Gréfica de [f(g)]

Figura 2.43: Gréfica de f(z) — [f(x

)]

2
A y
F I R
. T
R S o
o 5 3 5 7°°
oo-LAC3 )]

Figura 2.44: Gréfica de [f(z) — [f(%)]]



Luis Zegarra A. Funciones Reales 46

14. Encuentre el gréafico de las siguientes funciones:

a) f(x) =z —[z], g(x) = [z] + f(2)
b) f(x) = =[3]

c) f(x) = ;la]

d) f(z) = (=1

e) f(x) = [senx]

f) f@) = (z = [2])?
Solucién.

a) domf = x —[z] > 0 = (—00,00), nétese que 0 < f(z) < 1 es decir,
f es acotada. Se puede construir el grafico de f, en base a los graficos
ya conocidos de las funciones y = x e y = [z], simplemente restando sus
ordenadas y luego extraer raiz cuadrada positiva, para obtener:

Ay

;2 3

8(x)= [x]+ f(x)

Figura 2.45: Grafica de f(x) = \/x — [z] Figura 2.46: Grafica de g(x) = [z] + f(x)

Se procedi6 en forma andloga para g(x), obsérvese que dom g = recg =
(—00,00) 1o es acotada, es creciente, no periédica.
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b) fla)=zl3];
dom f = (—00,0) U (0, 400);
six>1= f(x) =0, estudiemos el intervalo (0,1] f(1) =1,

Sl%<l‘<1:>f()

siz<z<i=f(z )—2a:ya51 sucesivamente,

si%<:r<— neN,n#1= f(zr)=(mn-1)x.

Paraz < 0,siz < —1= f(z) =—a,si —1 <2< —3 = f(z) = 2z,
si—%<x§—§$f(x):—3x...—ﬁSxﬁ—%,neN,n%l:
f(x) = —nzx.

Figura 2.47: Gréfica de f(z) = z[2]

c) fz) = ;lz]
Observemos por separado que el Dominio de la funcion % es (—oo,0) U
(0, +00) y el dominio de [z] es (—o0, 00), luego el dominio de la funcién
producto resulta la interseccién, es decir:
dom f = (—00,0) U (0, +00) ademds como [z] > 0 para x > 0 = f(z) =
B> 0 y también como [z] < 0 para z < 0 = f(z) = % > 0, luego

JZC(:C)20Va;€domf.Ahorapara0<:c<1:>f(): = 0;
Para1§$<2:>f():%;para2§x<3:>f():§ . para
n—1<z<n= f(x) ”T_l;nGNsixH+oo:>f)—>1para

-1 <z<0= f(x) = —1,para—2<3:<—1:>f()z‘f...,para
—n<r<-—-(n-1)= f(r)=="neN.

No tiene simetrias, no es periédica ni acotada.
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y=x

Jo9="L1x
Figura 2.48: Gréfica de f(z) = 1[z]

d) f(z) = (=1)=). De inmediato dom f = (—o0,0) U (0, 4+00),
siz>1= [ =0asf, f(z)=(-1)"=1.
Siz<—1=[1]=—las f(z)=(-1)""= -1
Ahora, para 3 <z < 1= f(z) = (-1)! =1
para 3 <z < 3 = f(2)?(—=1)? =1, para ; <z < § = f(z) = (-1)* =
—1
y asi sucesivamente esto para (0, 1], de igual manera:
“l<z<—3= flr)=(-1)"?%=1,
para —3 <z < —3 = f(z) = (—1)* = -1
para —3 <z < —r = f(z) =1

y asi sucesivamente, con lo que esta funcion es acotada y no tiene simetras.

s
o=t 4

2 0 [] —& e o—
| L o L
N 51E) TATEVENNN VR
| 21314 41312 !

— e b ]é_.‘o—a

Figura 2.49: Grafica de f(z) = (—1)lz]

e) f(z) = [senz]
De inmediato dom f = (—o00,00), como la funcién senz es acotada,
f(z) = [senz| también lo es. Observemos que:
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(r)=1six=2kn+ 75, kel

)

)=0si2kr <o < (2k+1)mconz#2kn+ 5, kel
)
t

Y~
—
8

r)=—1si 2k+ 1)1 <z < (2k+2)m, k€ Z.

No tiene simetrés. Periddica, de periodo 27.

f(x)=[sen x]
Figura 2.50: Gréafica de f(x) = [sen ]
f) fz) = (z = [z])?
dom f = ((—o00, 0) para construir este grafico siga los mismos pasos que

para la funcién del grafico a), excepto que al final eleve al cuadrado,
asi resulta:

3 -2 0 1 2 3

J)=(x-[x])°

Figura 2.51: Gréfica de f(z) = (z — [z])?
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15. Dado el gréfico de f(z), por:

Figura 2.52: Gréfica de f(x)

50

Graficar: g(z) = cos f(z) y h(z) = f(cosz), indicando dominio, recorrido,

simetréas y periodicidad.

Solucion.
Observemos que:
r+3 si x<0
fle)=¢9 z—% si 0<z<m

cos(x + ) = —senx si <0
g(x) =cos f(x) =4 cos(zr—F)=senx si 0<z<m
cos(r —m) =—cosx si x>
Con lo que: domg = (—o0,+00), recg = [—1,1], no tiene simetrias ni es
periodica. (Figura 2.53)
h(z) = flcosz) = cosr+ 45 si —1<cosz <0
o - | cosz—% si 0<cosx<1

Como 5
—1§cosx<052k:7r+g<x<2lm—|—§,k€Z

Ogcosazg152k7r—g§x<2k7r—g,kez

cosr + 5 si 2k7r+§<a:<2k7r+37”,k€Z

cost — 5 st 2km— 5 <1 <2kr—-3 ke’

hle) = fleosa) = |

Cuyo dom h = (—o0, +00), h(—z) = h(z) con lo que es simétrica con el eje Y,

periédica de periodo 27 y acotada. (Figura 2.54)
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Ay

h(x)=f(cos x)

g(x)=cos f{x)

Figura 2.53: Grafica de cos f(x)
Figura 2.54: Grafica de f(cosx)

16. Sea f la funcién de periodo 2 cuyo grafico se indica para —1 < x < 1. De-

terminar los gréficos h(z) = cos(3f(z)) v g(z) = f(2| Arcsenzl), indicando
dominio, simetrias y periodos.

X
Figura 2.55: Gréfica de f(x)
Solucién.
Obsérvese que:
2z si —1§x§—%y0§x<%
fl@)=4¢ 2(z—1) si $1<z<1
—2(x+1) si —3<x<0
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de donde se obtiene:
COSTTX si —1§x§—%i0§x<%
h(z) =< cosm(z —1)=—cosmz si 3 <xz<1
— COSTT si —%§x<0
cuyo grafico resulta:
> X

Figura 2.56: Gréafica de h(x)

dom h = (—o0, +00), no es simétrica y perddica de periodo 2.

En forma similar, obtenemos para g(z):

o(x) = 1| Arcsen | si —‘/7§<x<‘/7§
%]Arcsenx\—Z si §§x§1y_1§x§_¢g
cuyo grafico resulta:
Ay
. o >

a(x) =f(‘f2‘|Arc sen x|)

Figura 2.57: Grafica de g(x)
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Nétese por ejemplo:

f(2] Arcsenz|) = 4| Arcsen x| para

—1 < 2| Arcsenz| < —3 V0 < 2| Arcsenzl| < 4,

la primera desigualdad no tiene sentido, en cambio de la segunda se sigue
0§|A1rcsenyc|<§(:>—*/7§<x<\/7§

también que:

0 < 2|Arcsenz| < 1 =0< 2| Arcsenz| < 1.

De igual forma para las otras ramas, asi g(z) es acotada, par y periddica de

periodo 2.

17. Trazar los gréaficos de:

a) f(x) =xsenzx

b) f(x)=sen +

¢) f(x)=wzsen=

d) f(z)=ax*sen +

) f(@) = tg(3sena)

N @) =

9) fle)=(1 ="z +(1+2)cos T
h) f(z) =2cosx

i) f(z)=1Lsen?1
Solucién.

a) f(r) =xsenx

1) dom f = (—o0, +00)

2) Raices f(z) =0=zsenz =0=z=kn, k€ Z
Signos:
T o —o o o —o T

3) f(—x) = —xzsen(—z) = xsenz = f(x), par

4) Siz>0ycomo —1 <senzx <1= —z <zxsenzx <z
sizr<0y—-1<senz<l=z<zxsenzr < —z.
No es periddica.

5) Six — +oo = f(x) — |oo|.
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Figura 2.58: Grafica de f(x) = xsenz

b) f(x)=seni.
1) dom f = (—00,0) U (0, +00)
2) Ral'ces:>sen%:Oéx:ﬁ,k#o,kez
3) Funcién impar ya que: f(—z) = —seni = —f(z)
4) Acotada ya que: —1 < sen% < 1. No es periddica.
5) Siz — +oo = f(z) — 0%

X

Figura 2.59: Gréfica de f(z) = sen <

¢) f(z)=wzsen2
) dom f = (—00,0) U (0, +00)

2) Raices:x:%,k#o,kel
) Funcién par ya que: f(—z) = —zsen(—1) =zseni = f(z)
) Nétesequesix>0:>—x§xsen%§xysix<0

r < msen% < —z. No es periddica ni acotada.

5) Siz— +oo = f(z) — 1°

5Mi4s adelante con la nocién de limite se justificard plenamente este resultado.
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y==x y=x

Jfx)=xsen I
X

Figura 2.60: Gréfica de f(z) = zsen 1

d) f(z)=ax*sen +
1) dom f = (—00,0) U (0, +00)
2) Raices:x:%,k‘#o,kez
3) Funcién impar, ya que: f(—z) = 2?sen(—2) = —z?sen 1 = f(x)
4) Notemos que V z € dom f : —2? < 22 seni < 2% No es acotada y no
es periodica.

5) Siz — + = f(x) — |oo|.

Ay

y=x2

flx)=x2sen 1
x

\
\

Figura 2.61: Gréfica de f(z) = 2?sen 1

&) f(x) = tg(Zsenz)
1) domf={zxecR|z#Q2k+1)], kcZ}
)

2) Raices, f(z) =0 = tg(5senz) =0 =senz =0= = k7, k € Z
Signos: c+<§+o_u_o+ +o_g_
=27 5 =T ) 0 b ™ o



Luis Zegarra A. Funciones Reales 56

flx) >0, Vao:hr <z < (k+1)wsik==%2n, n € Ny;
fle) <0, Ve:hr<z<(k+1)msik=x02n—-1),neN;
conx # (2k +1)3,k € Z.

3) Funcién impar ya que f(—z) = tg(§sen(—z)) = —tg(Fsenz) =
—f (@)

4) Funcién periédica de periodo 27 ya que f(z + 27) = f(z). No es
acotada.

5) Noétese que si z — (2k +1)§ = f(z) — |oo|, k € Z.

Ay
~D- [ i
@ o 0/ S
Sind ol I AL ™ 3 X
2 2 4 12 12

S =1(sen )

Figura 2.62: Gréfica de f(r) = tg(F senx)

f) flz) = \22?1%
1) domf={zxeR|x#knrkeclZ}
2) No tiene raices. Si 2kw < x < (2k+1)m = |senzx| = senz, asi f(z) =
Lsi 2k+1)r <z < 2k+ 1) k € Z = |senz| = —senx.
Ast f(x) = —1
3) Funcién impar ya que f(—z) = ‘SSZI;I((:?” = e =
periédica de periodo 27.

—f(z) acotada y
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Y
f(x)=sen x
|sen x|
4‘9 777777777 I I
i 0 %w %27 > x
,,,,,,, VD S S

Figura 2.63: Gréfica de f(x) = 2L

" |senz|

9) F(&) = (1= B + (1+ ) cos 2
1) dom f = (—00,0) U (0, +00)
2) Siz > 0= f(r)=2cosZ raices cuando
cosT=0=T=2kr+5 =u= 727 ke Z"U{0}.
Noétese que cuando © — 400 = f(z) — 2 ahora si
r < 0= f(x) = 2x, no hay raices y si z — —o0 = f(z) — —o0.
3) No tiene simetrias, no es acotada ni periédica. (Figura 58).

Ay

Figura 2.64: Grafica de f(z) = (1 — |‘z—‘)x + (1 + ‘z—|) cos T

h) f(z) =2cosx

1) dom f = (—00,0) U (0,+00)
2) Raices; f(z) =0=cosx =0= o =2kr+ 5, k € Z.
Signos ——e T o —c T e —o*
3 s s 3
R A U
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3) Funcién impar ya que f(—z) = —2 cos(—z) = — —f(x).
4) Observemossiz >0y —1 <cosz < 1= —% <
six<0=>%§%cosx§—%.

No es acotada ni periodica.

5) Siz — +oo = f(z) — 0%

SELSESHIN

COs ™
COS ™

IN
8 [N

OS

Figura 2.65: Gréfica de f(z) = 2 cosx

i) f(z) =1sen?
1) dom f = (—00,0) U (0, +00)
2) Raifces = sent =0= 2=, k#0, k€ Z
3) Funcién impar ya que f(—z) = —1sen® 1 = —f(z).
4) Six>0:>0§%sen2%§%six<0:>%<%
acotada ni periddica.
5) Six — +oo = 0F.

senzi < 0, no es

Figura 2.66: Gréfica de f(z) = Lsen?1
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18. Determinar cuales de las siguientes funciones son periédicas, indicando el
periodo de las que lo son.

a) f(z) =sen(2x+ %)

b) f(x) =sen’x + cosz
¢) f(x) = [cosz|

d) f(x) =z+senzx

e) f(x) =cosy/x

f) f(x) = cos(senx)

9) f(x) = cosa?
Solucién.

a)

Sea T el periodo, T" > 0, se debe verificar f(z) = f(z + T), es decir,
sen(2z + 7) = sen(2(x + T) + 7), de donde

sen2rcos § + cos2rsen i = sen(2x + 27")cos § + cos(2x + 27" sen T,
asi necesariamente:

sen 2z = sen(2x + 27") = sen 2z cos 27" + cos 2z sen 27T
cos 2z = cos(2x + 2T') = cos 2z cos 2T — sen 2x sen 27T
de donde se debe tener:

cos2T =1 Asen2T =0 = 2T = 2kmw con k € Z™,

de aqui T' = km, pero como el periodo es el menor T' > 0 esto se verifica
para k = 1, asi T' = m, resulta el periodo de esta funcién.

f(x) = sen* z+cos* z = (sen® z+cos? 1)?—2sen® z cos? x = 1—3 sen? 2z =

1 —1(1 —cosdz) = 2 4+ Lsen(4z + ), como f(z+T) = f(z) = 2 +
tsen(4x +4T + %) = 2+ Lsen(4z + Z) = cos4z cos4T — sendasen 4T =
cos 4w lo que obliga cos4T =1 A sen4T = 0 de donde T = (2k 4 1)F,
k€ Z* U {0} para k = 0= T = 7 periodo de esta funcién.

x) == |cosxz| = Vcos?r = 1+ cos2x)/2; pero sabemos que la
/(@) [cosa| = v

funcién cos 2z tiene un periodo T' = 7, luego la funciéon dada tiene el
mismo periodo.

Supongamos lo contrario, es decir, que la funcién tiene un periodo 7',

luego: © + T +sen(z +7T) = x +senx = T = senx —sen(z + 1) =
cos(z + %) = _2seTnZ que es imposible para cualquier T' constante, ya
2

que el primer miembro no es constante, luego la funcién no tiene periodo.

Supongamos lo contrario, entonces:
cosvVr+T =cosx = Vae+T=2krnt\/r,k€eZ=>Ve+TFJr=

T _
2]{371' = m = 2]€7T,
lo que es imposible, ya que los primeros miembros de estas igualdades
son funciones de un argumento continuo x.

cos(senx) = cos(sen(z+7)) < senx = 2km £sen(x+171'), k € Z tomando
el signo (-) (andlogo para el (+)),
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19.

20.

21.

T _ _ %=
2 sen(z+ %)

igualdad que sdlo es vélida si £ = 0 ya que
-1 SCOS% <ly-1 Ssen(:v—i—%) <1,
asi que esto obliga a cos% =0 = T = «. Verifique Ud. que no existe un

periodo menor que 7. Con el signo (+) llegard al periodo 27 que también
sirve pero no es el menor.

2sen(z + L) cos(L) = 2km = cos

g) Demostraremos lo contrario. Sea T" el periodo de la funcién, entonces es
valida la identidad
cos(z+T)* = cosx? = (z+T)* = 2krta? k € Z, = 2> +2Tx+T*+2* =
2k, pero ésta igualdad es imposible, ya que k soélo puede tomar valores
enteros y el primer miembro contiene una funcién lineal o cuadratica de
un argumento continuo .

Dados los graficos de f(z) y g(x), demostrar que el de f(x)sen®z+ g(z) cos? x
es una curva ondulante que oscila entre las curvas y = f(z) e y = g(x).

Solucion.

Supongamos f(z) < g(z) = f(z) —g(z) <0 = f(z)sen’r — g(z)sen’z =
f(z)sen?z — g(x)(1 — cos® x) < 0= f(x)sen®z + g(z)cos?z < g(x) (1)

de igual forma si
g(z) — f(z) > 0= cos® xg(x) — cos? z f(x) = cos® xg(x) — (1 —sen® x) f(z)
cos? zg(z) + sen*z f(z) > f(z)
por (1) y (2) concluimos f(x) < f(x)sen?z + g(z) cos? z < g(x),
x)

Vv
o

—
[\
SN—

andlogo resulta si se supone g(z) < f(z). Es ondulante por ser funcién de

curvas ondulantes.

Demostrar que si la funcién f(x) = senx + cos ax es periédica a es racional.

Solucioén.

Sea T el periodo de f, asi f(z) = f(x +T), T > 0 de donde:

senz + cos ax = sen(x + 1) + cos(ax + aT')

esta igualdad obliga a:

senz = sen(x + T') A cosax = cos(ax + aT).

SeaT = 2mny al = 2mm, n,m € Z", dividiendo miembro a miembro: a = =,

luego a es racional.

Demostrar que f es periddica de periodo T, la funcién f(ax + b) también es
periddica. Determinar su periodo teniendo en cuenta el signo de a, a # 0.

Solucion.

Sabemos que f(z+T) = f(z), T > 0y sea h(x) = f(ax +0b), por mostrar que
h(x + p) = h(z), en efecto:
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22.

23.

24.

h(z+p) = flax +ap +b) = f(ax + b+ ap) = f(ax +b)

donde ap =T = p = I periodo de h(z). Ahora como el periodo es positivo, si
a > 0 conviene tomar I y si a < 0 conviene tomar —= Ver1ﬁque que no hay
otro P menor que %

Demostrar que la suma de dos funciones crecientes en un intervalo abierto de-
terminado es una funcién mondtona creciente en este intervalo. ; Serd mondtona
la funcion diferencia de dos funciones crecientes?.

Solucién.
Sean x1 > xg = f(x1) > f(x2) Ag(z1) > g(x2), sumando miembro a miembro:

f(x1) +g(x1) > f(22) + g(22) = (f + 9)(21) > (f + g)(22),

con lo que la suma es mondtona creciente la funcion diferencia no es creciente,
bastard un ejemplo. Sabemos que f(z) = x y g(z) = z* son crecientes en R,
sin embargo, f(z) — g(x) =z — z* no lo es siempre en R.

Demostrar que:

a) Si fy gson pares, f+ gy fg son pares.
b) Si f es pary g impar, fg es impar.
c) Si fy gsonimpares, f+ g es impar y fg es par.

Demostracién.

a) Como fy g son pares, f(x) = f(—x)y g(x) = g(—x)

Sumando: f(z) + g(z) = f(—=2) + g(—x), de donde (f+9)($) = (f
g)(—x). Andlogamente, f(x)g(x) = f(—x)g(—z) de donde (fg)(x)

(fg9)(—2).

b) De igual forma f(z) = f(—z) y g(z) = —g(—z) de donde multiplicando
f(@)g(x) = —f(=x)g(—x) = (f9)(z) = = (fg)(—x).

¢) f(x) = —f(=z)y g(x) = —g(=2) = f(z) + g()
—lf(=2) +9(=2)l = (f + 9)(z) = =(f + 9)(—2).

Finalmente, f(z)g(z) = f(—x)g(—z) de donde (fg)(x) = (fg)(—=) lo
que indica que fg es par.

I+

Trazar el grafico de la funcién: f(x) = 24/3(z — 1)+1 transformando el grafico
de y = /.

Solucion.

Primero dibujamos el gréifico de y = v/z, x > 0 (Figura 67) y lo transformamos
con la secuencia siguiente, alargamos 2v/3 veces las ordenadas de los puntos
del grafico de la figura 67 y no variando sus abscisas se obtiene el grafico
de y = 2¢/3x (Figura 68). Ahora deplazando el gréfico obtenido una unidad
hacia la derecha (Figura 69) y finalmente otra unidad hacia arriba, obtenemos

y = 24/3(x — 1) + 1.(Figura 70).
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Ay Ay A )
/3 — ‘ Y ) B— ‘
e s
RS } x | }I | >x RS } ‘l} | }I | >x
0 1234 01234 01234 001234
Figura 2.67 Figura 2.68 Figura 2.69 Figura 2.70

25. Dibujar el grafico de las funciones:

a) f(x)=3"—337"

b) f(x) =cos’z —2cosx

Solucion.

a) Notemos de inmediato que dom f = (—o0,00). Dibujamos por separa-
do los graficos de fi(z) = 3" y fa(z) = —37" (lineas segmentadas)
y sumamos graficamente sus ordenadas. Nétese también que: fo(z) <
f(x) < fi(z) y que fa(x) tiende a cero cuando crece x y que fi(x) tiende
a cero cuando x disminuye.

Ay
y=3*
AR
== 0 - > X
_1 y=3-x

Figura 2.71: Gréfica de f(x) = 3% — 3*37°

b) El dominio es toda la escala real completa. La funcién tiene periodo 2,

por lo tanto la estudiaremos en [0, 27]. Raices f(z) = 0 = cosx(cosx —

2)=0=cos=0=ux; =5V, =2
Signos: f(z) > 0; Vo : 2 <z < flz)<0;Va:0<azzlIVT <z<

2.



Luis Zegarra A. Funciones Reales

Escribiendo la funcién en la forma f(z) = (1 — cosz)? — 1 se observa que
es decreciente cuando la funcién cosx es creciente, esto en (m,27) y es
creciente cuando la funcién cosx es decreciente, esto en (0, 7). Notemos

que: f(m) =3 A f(0) = f(2r) = —1, asi rec f = [—1, 3].

Ay

f(x)=cos?x-2cos x

3,

Figura 2.72: Gréfica de f(z) = cos?x — 2cos

2.5. Problemas Propuestos

1. Dadas las funciones f(z) = v/z, g(z) = -1, h(z) = cos z, encontrar:

a) (f£9)(2),(f9)(0), (5)(F). (foh)(5). (goh)(); (fog)(2); (90f)(2)
b) El dominio de f + g, goh, hog, ﬁ, gog.

Respuestas.

a) VZE1;0; Y (r—6); 5 — 55 15

b) [0,1) U (1, +00); {z € R | & # 2km, k € Z}; (—o0,1) U (1, +00)
{fzeR|z>0ANx#1ANz# (2kn + 3),k € Z};
(—o0,1) U (1,2) U (2, +00)

2. Dada la funcion:

log(z2+1) si < -1
f(@) =< = si —l<az<1
2% si z>1

Hallar: f(0)7 f(_3>7 f(1)7 f<10)7 f(sen \/g)v f(_1>7 f(f(l))

Respuestas.
—1, log(10), 2, 21°, —L— log 2, 4.

’ sen2—17
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3. Dadas las funciones
logx si x>2
si z <2

(z) = senz  si |z <1
IE= 2241 s lz] > 1

Encuentre: (fog)(z) v (gof)(x).

Respuestas.

(fog)(x) = { Seni:—Z S% lz] <1

si v <1
() +1 si 1<z<2
sen(logz) si 2<z<e
r+1 si z>e

(gof)(z) =

4. Hallar los intervalos en que la funcién f(z) = ax? + bx + ¢ es creciente y en
los que es decreciente y sus valores maximo y minimo.

Respuestas.

Sia > 0, f(z) decrece en (—0o,—5=) y crece en (—4,+00) evidentemente

fmin = f(_%) = 4ai;b2> = fméx sia < 07 f(.CE) aumenta en <_OO7_%) y
4ac—b?

disminuye en (—%, +00) ¥ fmix = ~%—, mientras que no tiene valor minimo.

5. Aplicando los resultados del problema 4.

a) Hallar el valor minimo de f(z) = 22* — 3z — 1

b) Hallar el valor maximo de f(z) = ﬁ

c) Hallar el valor minimo que alcanza la funcién
fl@)=(@—a)* 4+ (x —a)’ + ...+ (v — a,)?

d) Hallar el rectangulo de drea maxima que se puede inscribir en un triangulo
ABC de base b y altura h. (Ver problema resuelto N°4).

Respuestas.
a) —¥
b) 2
c) Para x = %iai
i=1
d) 4

6. Hallar el dominio de definicién de las funciones siguientes:
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l

m

a) f(x) =log(l —log(z? — 5x + 6))
b) f(z) =3 —x+ Arcsen(322%)
c) f(@) = /=5
d) f(z)=vVr—2—- 7=
) f(a) = tg(3 sena)
f) f(z) = +/senz + Ln(cos )
9) fl@) =1
h) f(x) =z +/x — |zl
i) flz) =2+ /z—[]
J) f(x) = V/sen/x
k) f(x) = Arcsen(|z| — 3)
1) f(z) = Arccos(==)
m) ()=
Respuestas.
@) (252)U(3,242), a = VEeF1
b) [=1,3]
&) (=2,0)U (2, +00)
4) 2,3)
e) {reR |z #2kr £, keZ}
[ {zeR|2kr <z <2km+ 3, kel}
9) (~00,0) U (0, +00)
h) [0, +00)
i) (—o0,+00)
7) [(2km)?, (2k + 1)*n%), k € Z* U {0}
k) —2JU [2,4]
)
)

[—4
r = (2k;+1) kel
(—00,0)

7. El dominio de f(x) es [0,1]. Determinar donde estan definidas las funciones

f(x=3); f(2x —5); f(lz]); f(32?); f(cosz); f(tgx).

Respuestas.

8. Demuéstrese que f(x) es mondtona en R. En que casos f(x) tiene raices reales.
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a) flz)=a%+1

b) f(x)=1+ 1f|x|

¢) flx) =22

d) f(z)=%*"
Respuestas.

a

b

tiene races

o

) —
)N
) 0
d) 2

66

9. Demuéstrese que las siguientes funciones son monétonas en sus dominios y

exprésense sus inversas en los dominios adecuados.

a) f(x)=2x -5

b) flz)=vVar—2,2>2

¢) fla)=2®>+4x+7, 0> -2
- {20 422
e) flx)=x+21 z>1

Respuestas.
Las inversas estan dadas por:

o) 52

b) 22 +2,2>0

¢) Vr—3—-2,2>3
SO i g > 9

{x+24 siz < —2

e) ”\/"327 , T > 2

10. Grafique las funciones siguientes, mediante la pauta: Dominio, raices y sig-
nos, simetrias, periodicidad, acotada, crecimientos, comportamiento de f para

valores extremos de 2 u otra caracteristica.
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f) Yy = ]
9) y="271
h) y=lz—1| —2lz| + |z + 1
i) y = cos |z|
J) cosy/z
k) y=z—;
y=a>+3
m) y = cos(senx)
n)y=34
n) y = ()’
0) y:(m,ll)z

_ 1
p) y_(a: a)(z b)’a<b
q9) y=2y/-5(x+3) -3

r)y=(x—a)(zr—>0)(x—c),a<b<ec

Senale que forma toma el grafico al reemplazar uno o los dos signos de de-
sigualdad por signos de igualdad.

11. Tréacense los gréaficos siguientes y senalense si las funciones son pares o impares,
periodicas.

a) y=sen2z, y =2senx, y =senjy, y = sen(v + 2)
b) y =senx + cosx, y = Senx — COS T, iy = SeN T COS T

¢) y=cos(x+m),y=2cos(x+3), y=tgr—2x

12. Sean f y h definidas mediante

A v
Parabola de
1®) ] Vértice(1.-1)
. . 2z +3) si x< -2
//6 | L hz)={ 2z+1] si —2<z<0
| | 2122 — 1| si x>0
SN

Figura 2.73: Grafica de f(x)



Luis Zegarra A. Funciones Reales 68

Grafique:

a) g(x) = [2f(x +1)| = h(z)
b) g(x) = Arcsen f(z)

13. Sea f(z) la funcién cuya grafica se indica a continuacién:

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2.74: Grafica de f(x)

Bosqueje el grafico de:
a) g(x) =2 f3— )] -2
b) Arcsen f(z)

c) f(mcosx)

d) |f(@)], f(l=])

e) f(logz), log f(x)

14. Sea f(z) la funcién de periodo cuatro cuyo gréfico se indica para —2 < z < 2.

Figura 2.75: Gréfica de f(x)
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Determinar los graficos de g(x) = sen(mf(x)) y de h(z) = [f(1+ 5) — %\
Indicando, si hubiera simetrias y periodos.

15. Dada la funcién f(z) cuyo gréfico es:

Ay

Figura 2.76: Grafica de f(x)

Bosquejar los gréficos de las funciones:

glx) =1 —[f(2 - )|
h(x) = Arcsen f(x).

16. Bosquejar el grafico de la funcion que satisface:

f(m)—{x si 0<z<l1

r—2 si 1<zx<?2
a) Sabiendo que f es impar y tiene periodo 4.

b) Sabiendo que f es par y tiene periodo 4.

17. Demostrar que si f es estrictamente mondtona tiene una inversa definida en
el recorrido de f.

18. Determinar cuales de las siguientes funciones son pares, cuales son impares y
cudles no caben en ninguna de estas categoras.
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log 173

log(xz + 1+ x2)

Respuestas.

Son pares: b, f, h.

) flz) =
flx) =
flx)=vV1+x+22—+V1—z+ 22
f(@)

Son impares: d, g, i, j en (—1,1), &, L.

19. Hallar el periodo de las funciones siguientes:

a) f(x) =tg2x

b) f(z)=sen2mx

¢) f(x) = arctg(tgx)

d) f(x)=2cos 5~

e) f(r)=3sen§ +4cos

f) flz) =4sen(3z + %)
Respuestas

20. Dada la funcién:

fz) =

d) 6r e 4r f) =

-1 si z< -1
r s1 —l<z<l
1 si z>1

70

Determine: |f(z)|, f(|x|), f(cosz), Arcsen f(x), f(logz), log f(x) y sus grafi-

cos respectivos.

21. Exprese cada una de las siguientes funciones en suma de una funciéon par mas

una funcién impar.

a) f(z)=3—2zx+a2*— 527

b) f(z) = (x+ 2)senz — 23 sen bz
&) f(z) = sen(z + %)

d) f(z) =senxz —sen3z

22. Dibujar los graficos de las siguientes funciones:

2
z+Vx?

\_/\_/\(3/\_/\_/
S h S s s
~—~~ o~
\_/\_/\%_E/V\_/
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o
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8
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f) f(x) =3sen(2z —4)

23. Dada la funcién f graficamente, dibujar los graﬁcos de:

Fla+1), £(5), [F@)], (f@)] £ f(@)/2, S5 @), (=)

Ay

Figura 2.77: Gréafica de f(x)

24. Encuentre el grafico de las siguientes funciones:

a) f(z) =+/[z] +; g(z) = [2] — f(2)
b) f(x)=[2]% f(x) = [V7]

c) f(x) =lcosz]; f(x) = [senmx]

d) f(z) = [z] + (x — [z])”

e) f(z) = ValVz]

f) f(z) =a? - [2?]

71

25. Demostrar que si f esta definida en toda la recta y su grafica tiene dos ejes
de simetria verticales x = a y x = b (a # b) necesariamente hay un 7 tal
que f(x +T) = f(x), para todo z. {Es por ello necesariamente periédica la

funciéon?

26. Bosquejar los graficos de:

0) f(z) = te(5 cos )
b) f(z) =a+senx

¢) f(x) =2 +senz

d) f(z)=Zseni

) f(@) = (sen 1)

f) f(x) =senz +sen <
9) f(z) =senzsen i
h) f(2) = g

i) f(z) =log(cosx)
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

j) £(z) = cos(log z)
b f(z) = e

) f(z) =27"senmx
m) f(z) = Arccotg

Demostrar que la funcién f(x) = % es acotada; bosqueje su grafico.

Demostrar que las siguientes funciones no son racionales.

a) f(x) =senx
b) flz) =z

Sean [y g dos funciones periddicas definidas en un conjunto comun. Demostrar
que si los periodos de estas funciones son conmesurables entre si (esto es, si su
cuociente es racional), entonces su suma y su producto son también funciones
periddicas.

Demostrar que si el dominio de definicién de la funcién f(x) es simétrico
respecto del eje Y, entonces f(z) + f(—=z) es una funcién par y f(z) — f(—x)
es impar.

Demostrar que una funcién cualquiera f(z) definida en un intervalo simétrico
(—a,a) se puede presentar como una suma de una funcién par y una funcién
impar. Volver a escribir las funciones siguientes en forma de suma de una
funcién par y una funciéon impar.

a) f(z) =a”

_ 42

b) fx) = {7
Conociendo el gréfico de la funcién f(z), dibujar los graficos de las funciones
siguientes:

)

2

a fA(=)
b) y =/ f(z)
c) y=f(f(x))

Demostrar que la ecuacién 2% + 2z + 1 = /x — 1 no tiene raices reales.

SIS
I

Un triangulo isésceles de perimetro 2p = 12 dado gira alrededor de su base.
Escribir la funcién V(z), donde V(z) es el volumen del sélido de revolucion
asi obtenido y z es la longitud del lado isdsceles del triangulo.

Respuesta.

V(z) =8mr(x —3)(6 —x); 3<x <6.



